T 18te. Zaklady mechaniky, 3. pfednaska

/Obsah prednasky : A
teziste car, ploch a téles,
Pappus - Guldinovy véty
- J
Doba studia :
asi 1,5 hodiny
/Cﬂ prednasky : )

Seznamit studenty se zpiisobem urcovani polohy téziste,
se zpuisobem vypoctu povrchu a objemu rotacné symetrickych téles.

. J




Zaklady mechaniky, 3. prednaska

Teziste je velmi diileZity bod télesa, se kterym se budeme v mechanice casto setkavat.
Nez se seznamime se zpusobem jeho urceni, je tieba jej definovat.

Tezisté je pusobisté vyslednice tihovych sil.

Predstavme si, Ze téleso je slozeno z néekolika mensich téles (v nekterych pripadech
dokonce z nekonecne mnoha nekonecne malych téles).

Na kazdé dilci téleso piisobi dilci tihova sila. Jejich soucet pak dava tihu celého télesa.
Ta vsak, jako vyslednice silové soustavy, ma i své piisobisté, a to je prave téziste.

Je ziejmé, zZe pro stanoveni tézisté vyuzijeme poznatky, se kterymi jsme se seznamili

v kapitole o urcovani vyslednice silové soustavy s riuznymi piisobisti.

Nékdy se pojem ,,teziste ““ vysvetluje jako ,, bod, v néemz je soustiedena hmota télesa“.
Tato formulace je nepresna a nema charakter definice.

Je rovnéz nesprdvnd, protoze hmota télesa neni koncentrovana v jednom bode,
naopak je rovnomeérné rozlozena v objemu télesa.

Jako vyraz elementdrniho porozumeéni pojmu ,,tézisté* je vsak vcelku prijatelnd.

V nasledujicim textu budeme urcovat polohu tezisté tii riiznych typu objektii .
- teleso (trojrozmeérné),

- plocha (dvojrozmeérna - plech, vystrizeny do urcitého tvaru),

- cdra (jednorozmérna - tvarovany drat).



T&5i8t8 plochy. Zaklady mechaniky, 3. prednaska

Postup si vysvétlime na tezisti plochy, protoze pro tento typ objektu je vyklad nejndzornéejsi.

Predstavme si plosny utvar, slozeny ze tri
obdélnikii. Jde o realné téleso s urcitou
hmotnosti, napr. vystiizek z plechu. Tiha
kazdeho ze tri obdélnikii (umernda jejich plose)
pusobi v tezisti obdélniku (v priiseciku
uhlopricek). Tyto tihové sily tvori silovou
,__, soustavu, jez md svou vyslednici. Vzhledem k
X tomu, ze sily jsou navzajem rovnobézne, je
jejich vyslednice dana prostym souctem dilcich
" tthovych sil. Piisobiste vyslednice pak je
tezistem telesa (plochy). Umistime-li plochu do
souradného systéemu, doplnime o rozmeéry a

b

XT12 ‘
|

XTC

V2

—

G, = él n éz n é3 vyjadrime dilci tihoveé sily a jejich soucet -

vyslednici, miizeme polohu tezisté vyjadrit z
momentové podminky rovnovahy.

G, =G, +G, +G;,
Gy=m,-g+m, -g+m;-g
Gy =Pt "58+p, 1,5, g+p; 15,2

Zde p4, Py a psjsou hustoty materialii jednotlivych obdélniku, t,, t, a t; jsou jejich tloustky,

ay, A, ... by jsou rozmery obdélnikii a S,=a-b,, S,=a,"b, a S;=a; b, jsou plochy obdélnikii.
Konecné g je gravitacni zrychleni.



T&5i8t8 plochy. Zaklady mechaniky, 3. prednaska

Postup si vysvétlime na tezisti plochy, protoze pro tento typ objektu je vyklad nejndzornéejsi.

Jsou-li dale X;,=a,/2, Xr,=a,+a,/2 a
Xr3=a,*ta,%a4/2 souradnice tezist jednotlivych
obdélnikii a X je souradnice tezisté celkove
plochy, Ize vyjddrit rovnost momentu
vyslednice k pocatku souradného systemu a
souctu momentu dilcich tithovych sil.

b

Gy Xpe =G, X +G, - Xp, +G5 - X

XT2

a odtud konecné urcit
souradnici téziste celkové plochy :

Gy
~J _Gl.XT1+G2.XT2+G3.XT3
XTC j X1c = G
7 Y%
Jsou-li vSechny tri obdélniky <. =P 1S X Py 15 08, Xy +P5 65 -5y - Xy
ze stejného materialu a je-li tedy e Pt S, +p,-t, S, +p; -t S,

=p,=P>=p, [ze hustotu v citateli
p1. P2=Ps p. . C e vy : S Xy 8, X+ 055 Xy
a jmenovateli vykratit. Souradnice téZisté pak je : Xqc =
t, oS, +t,-S, +t,-S,

Maji-li vSechny obdélniky stejnou tloustku
t,=t,=ts=t, lze rovnéz tuto tloustku vykratit S X S, X, 85 X

v . VWV eV %4 . 14 4 X
a souradnice teziste pak je dana vvrazem : TC
pakj Y S, +S, +8;




Tezisté plochy.

Zaklady mechaniky, 3. prednaska

Postup si vysvétlime na tezisti plochy, protoze pro tento typ objektu je vyklad nejndazornéjsi.

b

XT2

XTC

b

Teziste telesa je jednoznacny
bod, jehoz poloha je s
telesem pevné spojena.
Poloha tézZiste v télese se
nezmeni, jakkoliv zmenime
polohu télesa.

Otocime-li napriklad téleso o
90°, poloha teziste se
nezmeni.

Vysetrime-li opét souradnici
teziste, nebude to jiz
souradnice v ptivodnim
sméru, ale ve smeru kolmém.

Abychom to provedli, neni
nutné kreslit novy obrazek,
staci kdyz pomysiné otocime
0 90° smeér piisobeni tihovych
sil.



T&5i8t8 plochy. Zaklady mechaniky, 3. prednaska

Postup si vysvétlime na tezisti plochy, protoze pro tento typ objektu je vyklad nejndzornéejsi.

Souradnice téZist jednotlivych obdélnikii jsou

b

Y11=0,-04/2, y1,=b,/2 a y13=b4/2,
rovnice vyjadrujici rovnost momentu vyslednice
a souctu momentii dilcich tihovych sil ma tvar :

Gy Ve =G, Yy +G, y, +G3 0y,

a odtud vyraz pro souradnici teziste :

G Yy +G6, Yy, +G; -y
Gy

Pt S Yy +Pyt, S, Y, +P3 0S5,

Yrc =

Yic =
Pyt Sy +py -ty Sy +py-ty-Sy
resp. pri stejném materidlu obdélnikii Yoo = bS5 ym S, ¥, #1585 -y,
(hustota se vykrati) : 1 t, .S, +t,-S, +1t,-S;
resp. pri shodné tloustce obdélniki S; ¥ +S5; Y12 55 ¥

(tloustka se vykrati) : Y1e = S, +S,+8S,



Tézisté plochy.

Zaklady mechaniky, 3. prednaska

Postup si vysvétlime na tezisti plochy, protoze pro tento typ objektu je vyklad nejndzornéejsi.

a

o
<

Uvedeme ciselny prikiad.

N
Yk

a trojuhelnika (S,),

) | od nichz odecitame

) " plochu kruhu (S,).
S,=H-a S,=3-H-c S3:%-Tc-d2

kdec=B-a=4,5-3=1,5cm

Celkovd plocha je : S.=S,+S, -8,

Souradnice téziste celkové plochy jsou dany vztahy :
_ S - Xq +8; - Xgy =S5 Xqy
S, +S, =S,

X ¢

>i Stejné postupujeme, kdyz je treba ,,odecist“ plochu.

Teleso ma tvar pravouhlého lichobéznika o celkovych rozmeérech
B=4,5 cm a H=5 cm. Délka kratsi strany lichobéznika je a=3 cm.
V plose je kruhovy otvor o priiméru d=2 cm, poloha stiedu kruhu
viici levému dolnimu okraji je dana souradnicemi x,=1,75 cm

a y,=3 cm. Celé téleso je ze stejného materidlu, o stejné tloustce.
Vysledna plocha je dana souctem ploch obdélnika (S,)

Yk

\axe

S Y+, Y1 =S5 Vs

Yic =

S, +8S, -8,

XTC




Tézisté plochy.

VvV oewv

N
\4

Zaklady mechaniky, 3. prednaska

i Vypocet miizeme uspordadat do prehledne tabulky :

1 | S, X7i Yri Si Xy SiYni
[cm?] [cm] [cm] [cm?-cm] | [cm?cm]
. obdélnik 111500 | a=15| H2=25]| > 22,5 37,5
N
H trojahelnik 2 3,75 | a+c/3=3,5 | H/3=1,67 | — 13,125 6,25
Vi kruh 3| 314 x=175 y=3| > | -5495 9,42
J \ \
v WV lichobéznik D 15,61 XTC:1’93 ch:2,2 <« 30,13 34,33
| c=B-a
|
—H. —1L.H. —1.7.4%
kdec=B-a=4,5-3=1,5cm H
Celkova plocha je : S. =S, +S, -8, Ve
. : Cuev, v , : , yre
Souradnice téziste celkové plochy jsou dany vztahy :

_ S, Xp +S, - Xp, =S5 X,

- S, +8S, -8,

X ¢

S Y+, Y1 =S5 Vs

Yic =

S, +8, -,

XTC




s Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Tezisté plochy. y Y, o P
Na dvou prikladech jsme ukdzali postup urceni souradnic tézisté télesa,
které lze povazovat za dvourozmerny objekt (plochu).

Zobecnime-li tento postup, dospéjeme ke vztahiim pro souradnice teziste v podobe
Zpi'ti'si'XTi Zpi'ti'si'YTi

X1c Yrc =
Zde : Zi:pl b Zp, b
o hustota i-té plochy,
t. tloustka i-te plochy,
S, velikost i-te plochy,

Xt Y11 X-ova a y-nova souradnice tézisté i-té plochy.

Vyraz ve jmenovateli je celkova hmotnost télesa. Plocha, ktera je ve skutecnosti prazdna,
se jak v citateli, tak ve jmenovateli dosazuje jako zaporna. Pokud je celé téleso

ze stejneho materialu, [ze hustotu v citateli a jmenovateli vykratit. Vztahy pak maji tvar :

zti'si'XTi zti'si'YTi
X = i = i
TC zti S Yrc Zti S,
V tomto pripadé predstavuje vyraz ve jmenovateli celkovy objem télesa. Pokud je tloustka
telesa vsude stejna, Ize ji vykratit. Dostavame pak vyrazy v nejjednodussi mozné podobe.

Zsi "X Zsi Y
X1c = lzsi Yre = lzsi

i i

Suma ve jmenovateli je prirozenée celkova plocha télesa.



T&5i8t8 plochy. Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Uvedenym zpiisobem [ze urcit souradnice teziste plochy, jiz lze rozlozit na néekolik

dilcich ploch, jejichz teziste (jeho poloha) je zndamo.

Takovychto ploch je pomérne malo (obdélnik, trojuhelnik, plny kruh, rovnobéznik

a snad jeste nekolik dalsich).

V podstate stejnym zpuisobem, ale s pouZitim diferencialniho poctu, stanovime souradnice
teziste plochy, kterou nelze rozloZit na konecny pocet ,,jednoduchych* ploch.

Plocha ovsem musi byt matematicky definovana.

y ! Libovolnou plochu miizeme chapat jako slozenou
y=foo z nekonecné mnoha nekonecné malych obdélnickii
dy - dS=dx-dy.
f = Zde dX a dy jsou nekonecné malé zmeny souradnic
X ay - diferencialy souradnic.
Y | Souradnice tézisteé urcime zpiisobem, popsanym vyse.
 Pri tom soucet nekonecné mnoha
X dx x nekonecné malych prvkii je integrdl.
IX-dS IX'dS J.y-dS Iy-dS
x. =5 _ S _ S _ S
© fas S . [ds S
S S

Konkrétni provedeni se miize pripad od pripadu v detailech lisit. Ukdzeme si reseni dvou uloh.



Tézisté plochy.

Teziste pravouhle usece paraboly o rozmeérech bxh.

V souradnem systému X-Y je parabola dana rovnici :

h X’
B S )

Souradnice tézZisté jsou dany drive uvedenymi vzorci.

Ix-dS Iy-dS
_ S _ S
o [as T [as
Pro parabol; maji tvar : S
s [l
[]dx-dy J ] dx-dy

Zaklady mechaniky, 3. prednaska

Integral ve jmenovateli prirozené vyjadruje plochu parabolické usece.

b (f(x)
S:dex-dy:j[ Idy}-dx=:
0 0
I x

S:h° X‘z—b—z?




Tézisté plochy. Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Integraly v citateli pak jsou statické momenty plochy.

IIX-dX-dYZTX-[fTiiyj-dX =j.x-(y)g(x)-dx =

0 0

2 b b 3
(1—— dXZh-[IX-dX—IE—z'dXJ

ov—.o-

0 20 5 1] A \——,
L L 5 5 yT
Hx-dx-dy:h- 2= - |= (b__b_j v\
2 0 4-b 0 2 4 N~ ~ /X
, \VA
J‘J‘X'dx-dy:%-b +h PEAIIR




Zaklady mechaniky, 3. prednaska

Tezisté plochy.
Souradnice tézisté pak tedy jsou :
”xdx-dy ”y-dx-dy
Xt = Yr =
”dx-dy ”dx dy
2 2
bt X
T 8 T 5
2.b-h 2.b-h
Pokud se jedna o symetrickou parabolickou usec,
je x-ovd souradnice teziste, s ohledem na symetrii, nulovad, V b
y-nova zuistava beze zmeny. PRI
y A
y=f
X =0
h 2
A Yr = ?h

v

X
» \
I



s Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Tezisté plochy. y Y, o P

Vypocet se miize ponekud lisit, napr. je-li vhodné pouZit jiny souradny system, nez kartézsky.
Ukdazeme si vypocet polohy teziste kruhové vysece o polomeéru r a vrcholovém uhlu a.

V tomto pripadé pouzijeme polarni souradny systém,
jehoz souradnice jsou privodic p a uhel ¢ od ridici osy X
k pruvodici.
Elementarni ploska dS je obdélnicek o strandch dp a p-dé.
~Je-li Fidici osa osou symetrie, lezi na ni teziste,

x ajedinym udajem, jenz je tieba vypocist, je vzddlenost X+

V'V oe Vv

jx-dS

S

[ds

S

Xt =

Jmenovatel vyjadruje plochu kruhové vysece.

% ( o pz r |~ .2
!ds=jjp-dp-d¢=([/d¢-£p-dp=(¢)%-(2j =f-ar

0

Pozndmka : Uhel o se zde dosazuje v obloukové mire (radidny).



s Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Tezisté plochy. y Y, o P
Vypocet se miize ponekud lisit, napr. je-li vhodné pouZit jiny souradny system, nez kartézsky.
Ukdazeme si vypocet polohy teziste kruhové vysece o polomeéru r a vrcholovém uhlu a.

V tomto pripadé pouzijeme polarni souradny systém,
jehoz souradnice jsou privodic p a uhel ¢ od ridici osy X
k pruvodici.
Elementarni ploska dS je obdélnicek o strandch dp a p-dé.
Je-li Fidici osa osou symetrie, leZi na ni teziste,
x a jedinym udajem, jenz je tieba vypocist, je vzdadlenost X+
teziste od vrcholu vysece - pocatku souradného systému.
r j x -dS
S
[ds

S

Xt =

Citatel vyjadiuje staticky moment plochy k pocatku souradného systému.

% r 37\"
x-dS=||p-cosd-p-dp-dp= |cosd-dd- pz-dpz(sind))i/j L. =2.5in(La)-r’
S - 0 é 3

5 0

Ix-dS

Souradnice tézZisté pak je : Xp == j is 2 -
S




T&5i8t8 plochy. Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Napriklad souradnice teziste pulkruhu (0=180°=3,14 rad, a/2=90°=1,57 rad) je :




TE3i8tS télesa. Zaklady mechaniky, 3. prednaska

Pri hledani tézZisté trojrozmérného télesa postupujeme stejné jako u plochy,
pouze pribyva treti souradnice.

Pro souradnice teziste télesa, slozeného z konecného poctu jednoduchych teles
(t.j. takovych, jejichz teziste zname) Ize shrnout :

Zvi "X Zvi AN ZVi "Zr;
X1c = IZVi Yrc = lzvi Zre =— Zvi

i i

Zde samozrejmé soucet ve jmenovateli vyjadiuje celkovy objem, soucty v citateli vyjadruji
staticke momenty objemii k jednotlivym osam.

V pripadé riiznych materialii jsou dilci objemy V. jak v Citateli, tak ve jmenovateli
navic vyndsobeny hustotou jednotlivych materialii p;.

Samozrejmeé i v tomto pripade jsou objemy, jez jsou ve skutecnosti prdzdné, zaporné

(odecitaji se).



TESISHS tSlesa. Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Pro ilustraci uvedeme vypocet téziste trojrozmérného
telesa, jez lze rozlozit na velky a maly kvddr,
trojuhelnikovy hranol a valcovity otvor,

vyvrtany do velkého kvadru.

Rozmery jsou :

a=12cm b=10cm h, =10 cm
c=8cm e=7,5cm h, =8 cm
d=6cm Y, =95 cm z, =4 cm

Dilci objemy, souradnice jejich tézist
a staticke momenty objemii k souradnym osam,
jakoz i vysledné soucty opét usporadame do tabulky.

i Vi X7i Yri Z7i ViXy, ViYy Vizy
[cm?] [cm] [cm] [cm] [em* | [em* | [cm?]

velky kvadr 1 ab-h,=1200 al2=6 h,/2=5 b/2=5 | - | 7200 6000 6000
maly kvadr 2 c-e-h,=480 c/2=4 h,+h,/2=14 | €/2=3,75 | — | 1920 6720 1800
trojuh. hranol 3 (a-c)-e'h,/2=120 | c+(a-c)/3=9,33 | h,+h,/3=12,67 | €/2=3,75 | — | 1120 1520 450
valcovy otvor 4 n-d?-al4=-339 al2=6 Y, =5 z=4|—> | -2034 | -1695 | -1356

\2 2 \2 \A

_ ) 1461 5,62 8,59 4,72 | « | 8206 [ 12545 6894




TE3i8tS télesa. Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Podobné pro jakykoliv matematicky definovany objem plati.

J.X-dV Iy-dV Jz-dV
'V _ _V
a [av yT_dev “r [av
A\ Vv Vv

Jako priklad urcime souradnice teziste pravouhleho trojbokého jehlanu.
Strany u pravouhlého vrcholu jsou a, b a c.
Strana jehlanu v roviné X-y md rovnici :

y=b—E-X:b-(1—§j

y

a a

Celni rovina jehlanu pak :

C C X 'y
=C——- —_ . =C- —_—
‘ a : b Y ( a bj f/

2 _b'(l_Zj C'(I_Z‘Z] _ 2 _b'(l_;() C.(I_X_y
id\/:”jdx-dy-dpj | [dz |-dy -dx:£ (),

. bj-dy Ldx
0 0 0




eirv 4x Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Téziste telesa. 4 Y, 3P
Integraly ve vySe uvedenych vyrazech pro souradnice teziste maji tvar :

a_b'(l_ﬂ C'(I_E‘Zj a b{l_ﬂ c.(l_"_yj
idvzmdx-dy-dpj | [dz |-dy -dx=_([ [ () = *-dy| dx

0 0 0

idv:cj b.@XjX.b.@ijz.(aj -dX:%-b-c-:‘;(l—ijz-dx=

a a

_[deV:%-a-b-c
v

Tento integral samoziejmé vyjadruje celkovy objem.



Téziste télesa.

Zaklady mechaniky, 3. prednaska

Integraly v citateli vyjadruji staticky moment objemu k souradnym osam .

J

v

(=]

0 0

()= ) eny
X-de_[”X-dX-dy-dz=jx- J. J.dz -dy -dX:_[X- _[ (z)," * " -dy|-dx =




eirv 4x Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Téziste telesa. y Y, 3P
Integraly v citateli vyjadruji staticky moment objemu k souradnym osam .

.X-dV:;—4-a2-b-c y|
v

Cyklickou zameénou pak : .y-dV =L.a-b’-c
v

JAz-dV=2—14-a-b-cz

\Y% ‘z/

Z vyse uvedenych vztahii vyplyva, ze souradnice teziste jsou .

IX-dV Lt b
S-a C
X =~ =2 X, =+a
! \Y% s-a-b-c b
-dV
iy 2714.3.]32.0 1
Yr = = yT:Zb
\Y% sra-b-c
IZ-dV 1 b.o?
7.a. .C
Z, =~ =2 Z, =+c
! \Y% sra-b-c to



Cvrviv ws Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Tezisté Cary. y Y, o P
1 v tomto pripadé bude zdkladni postup stejny, jako u plochy a objemu
(Caru si miuzeme predstavit jako drat urciteho tvaru,).
Je-li ¢ara slozena z nékolika jednoduchych car,

A
= Jjsou souradnice jejiho teziste .

Zgi L

YTi & Z(i . Zfi T Zgi

0 I~ Z€1°XT1 Zgi'YTi

v . — kde £, je délka i-té jednoduché cary, X, (Y1, Z1) je x-ova
- (y-nova, z-tova) souradnice teziste jednoduché cary.

Existuje prakticky jediny typ jednoduché cary, jejiz teziste je primo znamo - usecka
s tezistem ve svém stiredu. Tezisté jinych typu car (kruhovy oblouk apod.) je tireba stanovit.

Jestlize jednotlive jednoduché cary jsou draty odlisnych prirezii, je treba do vyrazii
pro souradnice teziste doplnit prirez jednotlivych car S,
zgi'si'XTi Zfi'si‘YTi Zgi'si'ZTi

. zfi'si T lzgi'si o Zfi'si

i

i i

Konecné jsou-li jednotlivé cary - draty z riznych materidlu o ruznych hustotach p,

budou ve vyrazech i tyto hustoty.
Zpi'gi'si'XTi Zpi'fi'si‘YTi Zpi'gi'si'ZTi

i

e Zpi'fi'si & lzpi'gfsi T Zpi'gi'si

i

i i



TESISHS Eary. Zaklady mechaniky, 3. prednaska

Postup si ukazeme na vypoctu souradnic teziste dvakrat zalomené cary o rozmerech

B=40 cm, H=30 cm, b=20 cm a h=10 cm (viz obrdzek).

| 2 Xsi Yri x| Loyy, y“ ‘<—b>‘
[cm] | [em] [ [cm] [cm?] | [ecm?] / > 3| /\h A
1| 36| 10| 15| > | 360 | 540 _ oT v
2 20 30 301 —» 600 600 1 H
10 40 25 - 400 250 T
v v
\2 \2 \’ R y
z 66 | 20,6 | 21,1 | « | 1360 [ 1390 ) > B .

Pozndmka : Tezisté cary samoziejmeé nemusi lezet na této cdre.




Cvrviv ws Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Tezisté Cary. y Y, o P
Stejné jako u ploch a objemii, i u car urcujeme polohu tezisté matematicky definované
cary (krivky) tak, ze misto sumy pouZijeme integral (krivkovy).

jx-dﬁ J.y-dﬁ jz'dﬁ

XT:Ljdz YT:Ljdz [ar
L L L

Jako priklad ukazeme vypocet souradnice teziste kruhového oblouku o polomeru r
a vrcholovém uhlu a.. Jeho téZisté lezi na ose symetrie ve vzdalenosti X1 od stiedu oblouku.

—_ L
ZT_

7 Integraly ve zlomku, urcujicim souradnici teziste, jsou :
el A
d/= [r-dp=r-¢|’2, =r-a=L
R dé=r-do -[ ‘ ~%
7 L O/
e ¢
//// % (y
2 . 2 .
S— T X J-X-dfz jr-cos¢-r-d¢=r -szn¢‘of/=2-r - Sin+ ol
S XT R /2
< <L > L -%
AN r souradnice tezisté pak je :
\\\\ J. X dg ) . .
N ! 2-r7-sinta sinLo
= = =T
j ds r-o La
L

Prirozené i zde se uhel a. ve jmenovateli dosazuje v obloukové mire (v radianech).



Cvrviv ws Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Tezisté Cary. Y Y, 3P
Napriklad pro pulkruznici (samozrejmé bez pruméru) dosadime :

o =180° = rad, a/2 = 90° = 1t/2 rad.




Zaklady mechaniky, 3. prednaska

Objem a povrch rotacné symetrickych téles - Guldin-Pappovy véty

Poznatkit o urcovani souradnic teziste vyuZijeme jesté pro jiny ucel

- urceni objemu a povrchu rotacné symetrického télesa.

Takové teleso vznikne rotaci plosného utvaru okolo osy, lezici v roviné tohoto utvaru.

D ) ).

anuloid, tedy ,,duse .

Pri vypoctu objemu takového télesa vyuzijeme rotacni soumérnosti. Tvorici plochu
rozdeélime na nekonecné mnoho elementarnich plosek dS = dx-dy.
Rotaci této plosky okolo osy rotacni symetrie vznikne nekonecné tenka obruc o polomeru X.

Vzhledem k nekonecne malym pricnym rozmerum obruce

miizeme jeji objem (nekonecne - diferencidlné maly) vypocist
~W ds=dxdy  jako soucin pricné plochy dS a obvodu obruce O=2-1t-X.

|/ Celkovy objem telesa je pak dan souctem objemui téchto

»  obruci, tedy integralem pres tvorici plochu S.

d dV=2-1-x-dS V:jz-n-x-dszz-n—-jx.ds
S

S

Integral v tomto vyrazu je rovnéz ve vzorci pro souradnici teziste plochy : I x - dS

S

S

Je tedy : IX-dSZXT-S Xr =

S

Objem télesa pak je : V=2-nm-x;-S



Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Objem a povrch rotacne symetrickych téles - Guldin-Pappovy véty
Podobnym zpiisobem urcime povrch télesa. Vybereme-li na obvodu tvorici plochy nekonecnée
kratkou usecku A€, vznikne jeji rotact ,, prstynek* nekonecne malé sirky d€, o poloméru X.

Obvod prstynku je : O=2-m-x
Plocha prstynku je : dS=0-d/=2-nt-x-d¢
Povrch télesa je pak dan souctem ploch techto ,, prstynku “,
= tedy integralem.
Presnéji krivkovym integrdlem po obvodu tvorici plochy.
S=[2-m-x-d¢ =27 [x-d
L

L

v

Integral v tomto vyrazu vsak je citatelem ve vzorci pro souradnici teziste cary (obvodu) :

[x-di
X, == -
Je tedy : Ix-dlzXT L
L

Povrch telesa pak je : S=2-m-x;-L



Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Objem a povrch rotacne symetrickych téles - Guldin-Pappovy véty
Takto tedy miizeme pomeérné snadno vypocist objem a povrch rotacné symetrickeho télesa,
zname-li teziste tvoriciho utvaru. Pro prehlednost zopakujme :

Objem Povrch

Objem vznikne rotaci plochy Povrch vznikne rotaci obvodoveé cary
(tvoricim utvarem je plocha) (tvoricim utvarem je obvodova ¢ara)
V=2-mt-x;-S S=2-m-x;-L
V je objem télesa S je plocha povrchu télesa
S je obsah tvorici plochy L je délka tvorici obvodové c¢ary

vvvvvv

Poznamka : Pozor ! Oznaceni S a Xy znamena v obou pripadech néco jiného !



Zaklady mechaniky, 3. prednaska
Objem a povrch rotacne symetrickych téles - Guldin-Pappovy véty
Pomoci techto vzorcii snadno vypocteme objem a povrch zminéného anuloidu, tedy utvaru,
ktery vznikne rotaci kruhu okolo osy, leZici vné kruhu (v roviné kruhu).
Polomeér tvorictho kruhu je r, polomer rotace stredu tvoriciho kruhu je R.

—= ==

&

Obsah tvorici plochy S a délka tvorici obvodové cary L jsou :
S=7m-1° L=2-m-r

Souradnice tézisté jak tvorici plochy, tak tvorici obvodové cary je X = R.
Objem anuloidu V a jeho povrch S pak jsou :
V=2-n-R-m-r’ S=2-n-R-2-m-r
V=2-1"-R-r’ S=4.-1*-R-r



Zaklady mechaniky, 3. prednaska
\

/Obsah prednasky :

teziste car, ploch a téles,

Pappus - Guldinovy véty
- J




