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Kmitani Dynamika I, 11. pfednaska

S kmitavym pohybem se setkavame doslova na kazdém kroku.

Kona jej struna hudebniho nastroje, stozar elektrického vedeni nebo tfeba
htidel motoru.

Podminkou vzniku kmitavého pohybu je pruzné ulozeni hmotneého objektu.
Pojmy ,,hmota* a ,,hmotnost* se zabyvame po celou Dynamiku a nebudeme
je tedy zde podrobnéji rozebirat.

Zamétime se na vysvétleni pojmi ,,pruzny*, ,,poddajny* a ,,tuhost®.

Poddajnost (nebo pruznost) je schopnost ménit tvar pod vlivem sil.
Ackoliv tuto vlastnost maji vSechny realn¢ materialy, doposud jsme ji
nebrali v ivahu. Naopak zabyvali jsme se tzv. ,,mechanikou absolutné
tuhych téles*. Je-li deformace, zplisobena silami, velmi mala ve srovnani s
rozmeéry télesa, muze byt predpoklad absolutné tuheho télesa prijatelny.
(Pojem ,,absolutné tuh¢ téleso* byl zminén na prvni prednasce.)

Chceme-li se vSak zabyvat kmitanim, bez uvazovani poddajnosti se neobejdeme.
Kvantitativné tuto vlastnost materialu obvykle vyjadiujeme veli¢inou, zvanou
,,tuhost* (prevracend hodnota poddajnosti).



tuhost Dynamika I, 11. pfednaska

Predstavme si vinutou spirdlovou pruzinu, na jednom konci zavésenou a na druhém konci

zatizenou silou F. Vlivem této sily se pruzina prodlouzi o délku Af :

7% 8-D°-n
« @ pr=8Dn
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Anebo naopak : F=

Zde : G - modul pruznosti ve smyku [Pa, MPa],
viastnost materialu,
d - priimeér dratu,
z nehoz je pruzina svinuta [m, mm],
D - primer celé pruziny [m, mm],
N - pocet zavitu pruziny [-].

K - tuhost pruziny

Poznamka : Vzorec sam neni v tuto chvili dulezZity.

Lze jej nalezt v libovolnych technickych tabulkdch

a bylo by plytvanim mozkovou kapacitou ucit se jej zpameéti.
Slouzi nam k lepsimu pochopeni pojmu ,, tuhost “.
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Dynamika I, 11. prednaska

Predstavme si vinutou spirdlovou pruzinu, na jednom konci zavésenou a na druhém konci

zatizenou silou F. Vlivem této sily se pruzina prodlouzi o délku Af :

K - tuhost pruziny
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Af = 8-D°-n F
Anebo naopak : F AL
k - tuhost
Zavedeme-li substituci : [N/m, N/mm]
4
o G
8-D”-n
miuzeme jednoduse psdat :
Afzg nebo F=k-A/¢
Zde tuhost K vyjadiuje pomer F N N
mezi silou a deformaci. k=— [— —}
AL m mm

Tuhost je viastnost pruziny,
zavisla na materidalu a rozmerech pruziny.

Poznamka : Zavislost sily a deformace F = K-Af je linedrni, avsak jen v omezeném rozsahu.
Budeme-Ili pruZinu napinat vic a vice, nejprve se zavislost stane nelinedrni,
pak se pruzina natahne, prestane byt pruzinou a stane se drdatem. Nakonec praskne.



tuhost Dynamika I, 11. prednaska

Predstavme si vinutou spirdlovou pruzinu, na jednom konci zavésenou a na druhém konci
zatizenou silou F. Vlivem této sily se pruzina prodlouzi o délku Af :

o r
Z Ddle si pripomeneme zakon akce a reakce.

Sila F (zde modra) je vnéjsi akcni silou,

puisobici na pruzinu.

Proti ni pusobi stejne velkd, opacne orientovana

' reakcni sila (zde cervenad) - tzv. ,, direkcni sila™ Fp,.
K I pro direkcni silu tedy plati :
F, =k-Al
Direkcni sila je odezva pruziny na deformaci.

%
F Fo |Af
IF

K - tuhost pruziny

D



Dynamika I, 11. prednaska

tuhost

Predstavme si vinutou spirdlovou pruzinu, na jednom konci zavésenou a na druhém konci
zatizenou silou F. Vlivem této sily se pruzina prodlouzi o délku AL :

Pri deformaci pruziny piisobi sila F na draze AL, kona
tedy praci. Tato prace urcuje potencidlni energii
deformované pruziny.

Zatim jsme se seznamili s potencialni energii ve formeée
polohové energie E; = m-g-h.

Deformaci je v pruziné rovnez akumulovand potencialni
energie, jejiz velikost je rovna vykonanée praci.

Protoze je spojena s deformaci, byva nazyvana
deformacni energie.

K - tuhost pruziny

Pri vypoctu nesmime zapomenout na skutecnost,
Ze tazna sila neni konstantni.
Yy % K natazeni pruziny o prvni milimetr je zapotiebi
jen velmi malé sily. K natazeni o druhy milimetr je

l = y)=k-y zapotiebi jiz ponékud vétsi sily, ..., teprve na konci

D

1F

natahovani dosahuje sila konecné hodnoty :

F=k-A/l



tuhost Dynamika I, 11. prednaska

Predstavme si vinutou spirdlovou pruzinu, na jednom konci zavésenou a na druhém konci
zatizenou silou F. Vlivem této sily se pruzina prodlouzi o délku AL :

Je-1i : F=k-y
pak prdce je :
AL AL
A= [Fy-dy=[k-y-dy=1-k-A€
0 0
anebo, je-li : F=k-A/
pak prdce je :

A=1.k-A0?=1.F-AL

Pozornému ctendri jisté neunikne ze vyraz Ya'F-Al
predstavuje plochu trojuhelnika,

K - tuhost pruziny

linedrni zavislosti sily F na prodlouzeni AX£.

y % Potencialni deformacni energie natazené
D r v v 14 Vv e .

(nebo téz stlacené) pruziny tedy je :

IF Fy=ky E,=A=1-k-A°

1F
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druhy kmitani

Kmitavy pohyb budeme rozlisovat podle dvou kritérii.

Vewv /)

1.  voiné piastni) kmiténi. Pri kmitani na téleso neptisobi Zadnd vnéjsi sila.

<>

LN

Z

Volnym neboli viastnim kmitdnim kmita napriklad houpacka s ditétem
(sedi-li toto nehnuté), nebo kytarova struna poté co ji kytarista rozezni.

Vynucené kmitdni je neustale buzeno vnejsi piisobici silou.

<>
AW =
%

Vynucenym kmitanim kmita napr. nevyvazeny rotor nebo pracka v rezimu zZdimani
- kmitadni je neustale buzeno odstredivou silou.

NN
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druhy kmitani
Kmitavy pohyb budeme rozlisovat podle dvou kritérii.
II. Nettumené kmitani neni Zadnym Tlumenée kmitani je nejakym
fyzikdlnim jevem brzdeno - tlumeno. fyzikdlnim jevem brzdeno - tlumeno.
Trva neustale. 7 Postupné vymizi. 7

Poznamka :

Toto rozliseni je umelé.

Ve skutecnosti neexistuje netlumene kmitani,
ve skutecnosti je kazdé kmitani tlumené.
Pokud vsak je tlumeni malé,

pak jej zanedbdvdame a mluvime (trochu nepresné) o netlumeném kmitani.

husta, viskozni kapalina




druhy kmitani

Kmitavy pohyb budeme rozlisovat podle dvou kritérii.

Budeme se tedy zabyvat :
Viastnim netlumenym kmitanim.
Viastnim tlumenym kmitanim.
Vynucenym kmitanim tlumenym i netlumenym.

Dynamika I, 11. prednaska

" kmitani |vlastni vynucen@
netlumeneé
({lumené y

Konecné dodejme ze se budeme zabyvat linedarnim kmitdanim s jednim stupném volnosti.
Nelinearni kmitani a kmitdni s vice stupni volnosti presahuji rozsah téchto prednasek.




Dynamika I, 11. prednaska
Uvazujme téleso (absolutné tuhé) o
hmotnosti m, vazané k ramu pruZinou
o tuhosti K (zanedbatelné hmotnosti),
které ma moznost pohybu (bez tieni)
ve vodorovném smeru (souradnice X,
rychlost vV a zrychleni @). Pri
vychyleni na né pusobi direkcni sila
Fo = KX proti sméru vychyleni.
Pohybovad rovnice je :

> > m-X+k-x=0
X vV, a

vlastni netlumené kmitani
k m

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\

Nalezneme reseni pohybové rovnice - linedrni diferencialpfrovnice Il. 7adu, homogenni.

~
x=C- sin(QO 1+ (I)O) Zde: Q,= \/E Jje viastni kruhova frekvence [s7],
m

V:X:C.QOOCOS(QO't—I_d)()) >__/
. , C a ¢, jsou integracni konstanty [m, -],
a=x=-C-, .Sm(QO t ¢0) y jejichz hodnotu urcime z pocatecnich podminek.

m-|-C- Q% - sin(Q -t + ¢, )|+ k- [C-sin(Q, - t+,)]=0




viastni netlumené kmitani

NN

x = C-sin(Q, -t+(|)0)

DEEE—

,

pd

\/\/\/C\/

/

\

Dynamika I, 11. prednaska

Kmitavy pohyb je kvantitativné popsdn
dvema skupinkami parametru.

(Parametry, vyplyvajici ze substituce : )

O = E viastni kruhova
* Vm frekvence [s™]
£ = Q, viastni frekvence [Hz]
2.1 pocet kmiti za sekundu
T= l 2-m perioda [s]
L f Q, doba jednoho kmitu

(Integmcvm' konstanty :
C amplituda [m]

¢, fazovy posuv [rad]
Urci se z pocatecnich podminek :
t=0 ... X=X, - pocatecni vychylka,
V=V, - pocatecni rychlost.
= C-sin(9,)
=C-Q, 'COS(d)o)

2
X,

2

\%
C= \/x02 +—2 b, = arctan

J




viastni netlumené kmitani

Dynamika I, 11. prednaska
Kmitavy pohyb je kvantitativné popsdn

K m dvema skupinkami parametru.
? 5 (Parametry, vyplyvajici ze substituce : )
% _ k vlastni kruhova
% ’ 2 = m frekvence [s™]
_ 7 Z|
P . > > 0 viastni frekvence [Hz]
f( =C-sin (QO tt (I)O) ' X V,d f= 2.1t pocet kmiti za sekundu
( Casovy priibéh kmitani Ize téz popsat alternativné | 2o _
x =C-sin(Q, - t+¢,)=A-cos(Q, -t)+B-sin(Q, - t) | | T== == perioda]s] |
. f Q, doba jednoho kmitu
kde : A=C-sin¢g, B=C-cos¢, - /
C-sin(Q, - t+d,)= (Integmcvnz'_konstanty : h
. C amplituda [m]
w cos(€2, t)*@ sin(€, ) ¢, fazovy posuv [rad]
x=v=-A-Q,-sin(Q,t)+B-Q,-cos(Q, t) Urci se z pocatecnich podminek :
t=0 ... X=X, - pocatecni vychylka, t=0 ... X=X, - pocatecni vychylka,
V=V, - pocatecni rychlost. V=V, - pocatecni rychlost.
X, =A =B-Q, :C'Sin(d)o)
Integracni konstanty pak jsou : A=x, B= % =C-£, -cos (‘1)0)
0 2
/ A X, Q)
Akonecné:  C=vA’+B* ¢, = arctang C= \/x02 + ;;0 ~ ¢, =arctan———
\%
\ . 0 °




vlastni netlumené kmitani
k m

NN

x =C-sin(Q, - t+9¢,) Y >

é
NN\ ANE,
AVAVAVEY

0’==0

—>lk

~

(v

x =C-sin(Q, - t+d,)= A-cos(Q, - t)+B-sin(Q, -t)
kde : A=C-singp, B=C-cos9,
Integracni konstanty pak jsou : A =x,

A
C=vA’+B* ¢, = arctan—

A konecne :

N
Casovy prubeh kmitani Ize téz popsat alternativne :

Dynamika I, 11. prednaska
Kmitavy pohyb je kvantitativné popsdn
dvema skupinkami parametru.

(Parametry, vyplyvajici ze substituce : )
O — E viastni kruhova
0 m frekvence [s™]
F Q, viastni frekvence [Hz]
2.1 pocet kmiti za sekundu
T = l 2-n perioda [s]
L f Q, doba jednoho kmitu )
<

(Integmcvm' konstanty :
C amplituda [m]
¢, fazovy posuv [rad]
Urci se z pocatecnich podminek :
t=0 ... X=X, - pocatecni vychylka,
V=V, - pocatecni rychlost.
= C-sin(9,)
=C-Q, -cos((I)O)

\. J

2
Vv X, -0
C=[x, + "y =arctan————
Q, Vo )




vlastni netlumené kmitani
k m

NN

x =C-sin(Q, -t +d,)
S B » T N
X“ f } T /\_/T
/\ : : — VC /
\/ \J \J\/!
1 v
>l
(éasovy priibeh kmitani Ize téz popsat alternativné -

At ="¢y/Q,
x =C-sin(Q, - t+d,)= A-cos(Q, - t)+B-sin(Q, -t)

Dynamika I, 11. prednaska
~

( Pozndmka k funkci arctan.
Funkce arctan ma vzdy dva koreny.

Napr. . arctan(0,5) = 26,6°
ale téez :  arctan(0,5) = 206,6°
Nebo :  arctan(-1) = -45°
ale téz : arctan(-1) = 135°

Pozornému ctendri je jiste ziejmé Ze
oba koreny jsou viuci sobé posunuty
vzdy o 180°.

Kazda kalkulacka je naprogramovana
tak, Ze vraci ten z obou korenu, ktery
lezi v intervalu (-90°90°). To vsak
nemusi byt spravny vysledek. O tom,
ktery vysledek je spravny, rozhoduje
znamenko citatele A a jmenovatele B.

ﬂr

kde : A=C-siny, B=C-cosd,
Integracni konstanty pak jsou : A=x, B= % do €| B<0 B>0
0 o (o] o
A A>0 (90°,180°) (0,90%
me - C=+A*+B? = arctan—
A konecné bomareiy | A<0|180°,270% | (270°,360°)
\ )




viastni netlumené kmitani

Dynamika I, 11. prednaska

Elegantnim (i kdyZ pon€kud akademickym) ptikladem vlastniho kmitani je matematicke,

resp. fyzikalni kyvadlo.

(Umoznuje nam téz prirozene naznacit problematiku nelinedrniho kmitdni.)
|

Matematicke kyvadlo (idealizace skutecného kyvadla)

[ze charakterizovat jako hmotny bod na nehmotném zavesu.
Hmotny bod o hmotnosti m (zanedbatelnych rozmerii)

na nehmotném zavesu delky r (zanedbatelne hmotnosti).
(Dalsi idealizace spociva v zanedbani pasivnich odporii.)

(Pojem ,,zanedbatelny “ je relativni. Je-li néco zanedbatelné,

pak to neni zanedbatelne absolutné, ale relativne viici nécemu.
Zde rozmery hmotného bodu jsou zanedbatelné viici délce zdavésu,
naopak hmotnost zavesu je zanedbatelna viici hmotnosti bodu.)

Okamzita poloha kyvadla je dana uhlem ¢ od svislice k zavésu,
kinematické parametry pak jsou uhlova rychlost ®

a uhlové zrychleni e.

Bod se pohybuje po kruhové trajektorii a md tecné zrychlent a,
a normalové zrychleni a.

_ 2 _d
a, =1-¢ a =r-m o=0

a=

Na bod pusobi tihova sila G a tahova sila v zavesu S (reakce).



viastni netlumené kmitani Dynamika I, 11. prednaska

Elegantnim (i kdyZ pon€kud akademickym) ptikladem vlastniho kmitani je matematicke,
resp. fyzikalni kyvadlo.

(Umoznuje rlzdm téz prirozené naznacit problematiku nelinearniho kmitani.)

' Pro obé slozky zrychleni plati 2. Newtoniiv zdkon :

m-at:Z:Ft . =—G-sing m-an:ZFn_i=S—G-c0S(|)
Po upraveé md pohybovda Tato rovnice neni skutecnou
rovnice tvar : pohybovou rovnici.
m-r-e=—-m-g-sind Po upravé z ni Ize vyjadrit

_ silu v zavesu :
resp. .
r-e+g-sinhp=0 S=G-cosp+m-r-®
r-¢+g-sinhp=0

Pohybova rovnice je nelinearni diferencialni rovnici I1. 7dadu.
Jde o typicky priklad nelinedrniho kmitdni.

Pro maly uhel ¢ [ze pribliznée linearizovat : sind = ¢.

Pro ilustraci :

[°] sin [rad] chyba
Pri béznych technickych pozadavcich ¢ ¢ ¢
na presnost je tato linearizace 10 0,017452 0,017453 0,005 %
prijatelna priblizné do rozkmitu 5°  0,087156 0,087266 0,13 %

¢ =+15° 15° 0,258819 0,261799 1,15 %



viastni netlumené kmitani Dynamika I, 11. prednaska

Elegantnim (i kdyZ pon€kud akademickym) ptikladem vlastniho kmitani je matematicke,
resp. fyzikalni kyvadlo.
(Umoznuje rlzdm téz prirozené naznacit problematiku nelinearniho kmitani.)
' Po linearizaci ma pohybova rovnice tvar :

r-g+g-¢=0
Z hlediska matematiky ma pohybova rovnice stejny charakter
jako pohybova rovnice hmotného bodu na pruziné.

m-X+k-x=0 /r-i15+g-(|):O )

N——

Reseni je tedy analogické :

Gl X=C°Sin(Q-t—l—y0) d):Cosin(Q-t-l-Yo)
o, , i k kruhova g
Pocat d : — | _ |&
ocdtecni podminky jsou @) - frekvence :> Q h

t=0.. ¢=6¢, pocatecniiihel

® =, pocdtecni 2 o2
ihlova rychlost C=4|x, +é amplituda :> C=,/0, +—2

X, -Q fazovy b, - Q
Yo, = arctan Dposuy Yo, = arctan
Vo
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Elegantnim (i kdyZ pon€kud akademickym) ptikladem vlastniho kmitani je matematicke,
resp. fyzikalni kyvadlo.

(Umoznuje rlzdm téz prirozené naznacit problematiku nelinearniho kmitani.)

' Fyzikalni kyvadlo je realne téleso urcitych rozmerii.
Teleso ma hmotnost m, moment setrvacnosti (k zavesnemu

vV VoV

(I v tomto pripade zanedbame pasivni odpory.)
Pohybova rovnice je pohybovou rovnici rotacniho pohybu :
[.e=-G-r-sind

[-e+G-r-sinp=0
I-0+G-r-sinhp=0
a po linearizaci sin® = ¢ (viz téz matematické kyvadlo) :
I-6+G-1-¢=0

[ tato pohybova rovnice je analogickad
pohybové rovnici hmotného bodu na pruzinée :

m-%X+k-x=0 C 1+ —0
@

G-r  Reseni je tedy analogické :
Q = R Q = I . .
m I X=C-Sln(Q-t+yO) \d):C-Sm(Q-t+y0)j




viastni tlumené kmitani

\\\\\}\\\\\Q

Tlumeni se projevuje tak, ze proti smeru rychlosti
piisobi tzv. tlumici sila Fg. Jeji velikost miiZze byt
ruznd podle fyzikalni priciny tlumeni. Nejcastejsi
druhy tlumeni vyvolavaji tlumici silu zavislou na
rychlosti a to bud’ linedrnée nebo kvadraticky.
Ddle provedeme reseni kmitavého pohybu pri
linearnim, tzv. viskoznim tlumeni, kdy tlumici sila je
primo umérnd rychlosti Fg = bV, kde b je tzv.
koeficient tlumeni.

Kromé tlumici sily na teleso piisobi, stejné jako u
netlumeného kmitani, direkcni sila Fp = k-X.

Dynamika I, 11. prednaska
Jak jiz bylo zmineno, kazdy realny
kmitavy pohyb je vzdy tlumeny a drive
Ci pozdeji se zastavi. Pricin tlumeni
miiZe byt vice.
Napr. pohyb v odporujicim prostredi
(vzduch, kapalina).
S tlumenim je spojena samotna
deformace materialu (pruziny), pri niz
dochazi k preméne malého mnozstvi
mechanické energie na energii
tepelnou. Tomuto druhu tlumeni
Fikame materialové tlumeni a je
takika vsudypritomné.
Pricinou tlumeni miize byt i technicke
zarizeni - tlumic, takovy, jaky zname
treba z automobilu.
Symbolicke znazornéni tlumeni prave
pripomind tlumic. Musime jej vSak
chdpat pouze jako znazornéni faktu Ze
tlument je pritomno. Jeho pricinou
nemusi byt vzdy technické zarizeni.



viastni tlumené kmitani

Pohybova rovnice :

Dynamika I, 11. prednaska

m-x+b-x+k-x=0

\\\\\l\\\\w

Reseni :  x=C-e™™ -sin(Q-t+(|)0)
vex=C-e " [Q-cos(Q-t+d, )-8 sin(Q-t+d, )

>
VvV, a Substituce : -Q,’°

'k , , , .
Zde : Q,=,— viastni kruhovd frekvence netlumeného kmitani [s™]
m (v Feseni neni primo obsazena)
b
S=—— konstanta doznivani [s1]
2-m

O=.]02_§ viastni kruhova frekvence tlumenéeho kmitani [s!]

f= 2£ viastni frekvence [Hz] pocet kmitii za sekundu
‘T
1 2-m : : :
T= - == perioda [s] doba jednoho kmitu
Q

b
2-m



viastni tlumené kmitani Dynamika I, 11. pfednéska
Pohybova rovnice :

K m
ANt ) ma=XF
( \

m-a=-F;, -k

m-x+b-x+k-x=0

\\\\\l\\\\w

Reseni :  x=C-e™™ 'Si”(Q't"‘(l)o)
vex=C-e " [Q-cos(Q-t+d, )-8 sin(Q-t+d, )

>
VvV, a Substituce : K :Q()z b -8

; 2-m

'k , , , .
Zde : Q,=,— viastni kruhovd frekvence netlumeného kmitani [s™]
m (v Feseni neni primo obsazena)
b
S=—— konstanta doznivani [s1]
2-m

Q= \/ﬁ viastni kruhova frekvence tiumeného kmitdani [s]

Je ziejmé, Ze hodnota Q miize byt redlnd (je-1i ©y>0) ale téz imaginarni (je-li €;<0).

V prvnim pripadé mluvime o tzv. podkritickém tlumeni. Tomuto druhu kmitani bude venovan
cely dalsi vyklad.

Ve druhém pripadé mluvime o tzv. nadkritickém tlumeni. V tomto pripadé se viibec nerozvine
kmitani a pohyb se utlumi drive, nez by nastal prvni cely kmit.
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Pohybova rovnice :

m-a:ZE

m-a=-F;, -k

vlastni tlumené kmitani

k m

m-x+b-x+k-x=0

\\\\\l\\\\w

x=C-e -Sin(Q-t+(|)O)
v=x=C-e* -[Q-cos(Q-t+(|)0)—5'Si”(Q't+¢o)]

Konecne C a , jsou integracni konstanty, jejichz hodnotu urcime z pocatecnich podminek :
t=0... X=X, - pocatecni vychylka, v=v, - pocatecni rychlost.

X0 :C'Sin(d)o) Vo :C'[Q'COS(d)o)_S'Sm((I)o)]
Casovou zavislost vychylky a rychlosti Ize vyjadrit alternativné :

x=e""[A-cos(Q-t)+B-sin(Q-t)]

v=x=e¢""[(B-Q-A-8)-cos(Q-t)—(B-5+A-Q)-sin(Q-t)]

N
v

b
2-m

V, Substituce : =93

Reseni :

kde : A=C-sing, B=C-cos9, Jsou alternativni integracni konstanty.
X, =A vo=B-Q-A-9

Integracni konstanty pak jsou : 5 A
A =x, B= Yo X0 C=vA’+B’ d)ozarctang



vlastni tlumené kmitani

k m

Fg=b-v > >
B 'OX a

x=C-e" -sin(Q-t+¢,)

X - |<l>‘ perioda
C . e—S-t

\\\\\l\\\\w

At = §,/Q

Dynamika I, 11. prednaska
Casovy pribéh vychylky je sinusovka
s exponencialné klesajici amplitudou.
Na pribéhu je bezprostredne videt
perioda T a fazovy posuv ¢, Naopak
integracni konstanta C na pritbéhu
sinusovky patrnd neni.
Kromé samotného pritbéhu vychylky
(modra sinusovka) je zajimavy tez
priibéh exponencialni obdlky C-e-t
(Cervena).



viastni tlumené kmitani

\\\\\l\\\\w
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Kromé samotneho pritbéhu vychylky

@

casova konstanta
1.

5=0,8; T=1,25 ¢
0 5 10 15 20

6=0,1; T=10 — male tlumeni - pomaly pokles,
velke tlumeni - rychly pokles.

(modra sinusovka) je zajimavy tez
priibéh exponencialni obdlky C-e-t
(Cervenad). V case t=0 ma hodnotu
rovnou integracni konstanté C.
Konstanta doznivani & urcuje

t rychlost poklesu exponencialy. Jeji

# v 14 14 . v 14
t prevracena hodnota je tzv. casova

x=0,7% C konstanta T=1/8 (neplésti si s
periodou!). V case rovnem jedno, troj
nebo pétinasobku casové konstanty
klesa hodnota na 37%, 5% nebo

0,7% pocatecni hodnoty C.

Pozor! Zde T je Casova
konstanta (ne perioda !)
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V technické praxi se Casto setkdme s kombinovanim a riznym skladanim
pruznych cClent.

Proto je tfeba umét spravné stanovit vyslednou tuhost pruzného ulozZeni.
Ukazeme si dva zéakladni zpusoby skladdni pruznych Clenu.
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Skladani pruzin

paralelni spojeni (vedle sebe) ‘

% F, =k, Al 7
F,, =k, Al
k1 k2 F:FD1+FD2 kC
F=k,-Al+k, AL
. | Fpi Foo F=(k, +k,) Al . |

U'F | | JAL 1oy ag U'F
U'F ke =k +k, F=ke-Al

Dvema pruzinami o tuhostech K, a K, je k ramu vdzdna deska, na niz piisobi sila F.

Sila zpiisobi prodlouzeni obou pruzin o shodnou délku AL.
V pruzindach vzniknou direkcni sily Fpq a Fp,.
Jejich prosty soucet musi byt v rovnovaze se silou F.

Celkova tuhost dvou paralelné spojenych pruzin je rovha prostému souctu tuhosti obou pruzin.

paralelni spojeni
deformace A{ je pro obé pruziny spolecna, direkeni sily F, a Fy, se scitaji
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seriové spojeni (za sebou) Dve pruziny o tuhostech K, a K, jsou spojeny

% % ‘ tak, Ze druhd je pripojena k prvni, na druhou 7
N pak piisobi sila F. Viivem této sily se obé
pruziny prodlouzi o deformaci AL, resp. AL,
(kazdd jinak). V obou natazenych pruzinach
FD1
FD2
FD2

k1 > Lo+AL, dale vznikaji direkcni sily Fpy a Fp,.
FD]

F, =k, -AL, F,, =k, AL,
Neboli : Al =-DL AL, = h
kl kZ
Z rovnovahy sil v bode spojeni obou pruzin,
resp. v miste pusobeni sily F, vyplyva :
Fp =Fp, =F

Celkovou deformaci obou pruzin

> L,+AL,

N\
A =AL+AL, AL miizeme vyjadrit jako soucet : F

F — FDI FD2

= J 2 MC:MI+M2:k =2 +k
C 1 2 _ .
D o Fek Al

=—+
kC kl k2

Nebo po vykraceni F=Fg,=Fp, :

seriove spojeni
deformace A{ se scitaji, direkcni sily obou pruzin Fy, a Fy, jsou stejna




Skladani pruzin

Dynamika I, 11. prednaska

sérioveé spojeni (za sebou) Prevracena hodnota celkové tuhosti
% % dvou sériove spojenych pruzin %
N je rovna prostemu souctu
prevrdcenych hodnot tuhosti obou pruzin.
K 11
1 1
F Z vyrazu lze samozrejmé vyjadrit k
b1 “imo celkovou tuhost C
< primo ce ovoultu 0S .k .
_ e B
k Fp2 KT T T Thoak
2 — 1 2
k, k,
> £, +AL, Néekdy byva zvykem vyjadrovat
= N poddajnost x jako prevracenou F
FD2 A=Al +AL, hodnotu tuhosti K.
J v 1
F S

Pak plati Ze celkova poddajnost dvou sériove spojenych pruzin je rovna

prostemu souctu poddajnosti jednotlivych pruZin.

sériove spojeni

deformace A{ se scitaji, direkcni sily obou pruzin Fy, a Fy, jsou stejna
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Skladani pruzin

paralelni spojeni (vedle sebe)

4 % ‘ F,, =k, -AL 7
F,=k, AL
k1 F=F, +F,, kC
F=k,-Al+k, Al

1 ! F=(k,+k,) AL . !
U'F ' I LA b U'F
K, Zguf ko =k, +k, Fek . Af
=k,
% %

V klasifikaci spojeni pruznych c¢lenii, a nasledné ve vypoctu celkové tuhosti, studenti casto
chybuji. Spojeni dle tohoto obrazku byva obcas, pouze pro svou vizualni podobnost,
pokladano mylné za spojeni séeriove.

Posoudime-[li vSak podstatné rysy, snadno nahlédneme, Ze se jedna o spojeni paralelni.

Fp
Fp

paralelni spojeni
deformace A{ je pro obé pruziny spolecna, direkeni sily F, a Fy, se scitaji
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V celem vykladu jsme za pruzny clen,
pruznou vazbu hmotného objektu k ramu,
povazovali vinutou spiralovou pruzinu.

To vSak neni zcela podminkou. Pruznym
- clenem miize byt jakykoliv deformovatelny
3-E-J objekt.

k

F=R =k Y Uvazujme nosnik, na jedné strané dokonale
R vetknuty, na druhé strané zatizeny silou F.
3-E-J : , , ; :
Koy = 5 Viivem sily se nosnik prohne. Priithyb y je
primo umerny sile F. Ddle pak je :
‘ % £ - délka nosniku,
E - modul pruznosti v tahu,

J - priirezovy moment setrvacnosti.
Reakci nosniku na prohnuti je sila R, stejné
velka, opacné orientovana nez sila F, tlacici
konec nosniku vzhiiru. Jde o analogii
L m direkcni sily pruziny.
S Bude-li na konci nosniku hmotny objekt o
hmotnosti m, bude se soustava chovat po
vSech strankach stejné jako na spiralové
pruzine. Veskerd uvedena odvozeni plati

beze zmeny.
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Je-li pruznym clenem, pruznou vazbou
hmotného objektu k ramu, ohybany

nosnik (libovolne ulozeny) hovorime o y{
ohybovem kmitani.




Dynamika I, 11. prednaska
\

/Obsah prednasky :

tuhost pruziny,
kmitani viastni netlumene a tlumene,

razeni pruzin, ohybové kmitdni




