ZPG 4. Spline, Bézier, Coons

4. SPLINE

Cil Po prostudovani této kapitoly budete umét

® popsat a definovat funkce, které jsou zakladem pro tvorbu kiivek
® definovat a zadavat data pro programy na vykreslovani grafi téchto funkci

® iesit priklady z praxe na kiivky

Vyklad

4.1. Spline funkce

Slovo "spline" oznacuje pruzné homogenni latkové kiivitko, které uzivali konstruktéfi
trupu lodi. V praxi se pouziva - t€méft bez vyjimky - kubickych splinti.
Pro¢ pravé kubickych splini? Snahou v pocitacové grafice je aplikovat pokud mozno
jednodussi vypocty s ohledem na rychlost vypocti. Kiivky druhého stupné nevyhovuji,
protoze neobsahuji inflexni bod. Neumoziuji tedy zménu kiivosti. Kiivky tietiho a vyssiho
stupné tuto vlastnost maji - obsahuji inflexni body a tudiz umoznuji zménu kiivosti. Vyssi jak
treti stupeni v§ak neni vhodny.
Musi ovSem byt splnény piedpoklady.
Necht jsou dany body (Xo, Yo),( X1, Y1), (X2 ,¥2), .. .( Xn, Yn), kde plati
Xo <X <Xp < ...< Xn .
Kubicka spline funkce f(x) spliiuje nasledujici podminky:
a)f(xi)=vy;,i=0,..,n,
b) naintervalu < X;, Xj+1> platif(x) = fi(x), i=0, ...,n-1,
kde f;(x) je polynom tietiho stupné ,
c) funkce f,f a f"jsou spojité na intervalu < Xo , Xp > .
Polynom f; ( x ) mizeme psat ve tvaru:
8y (x—x ) +'ay (x—x )’ +a, (x—x )+a,
je to kubicka spline funkce urcena 4n koeficienty.

Zadané funkcni hodnoty predstavuji (n+1) podminek (viz bod a) definice).

Podminkou spojitosti funkci f, f* a f"
9%, =f9(x,.), i=0,...,n2, j=0,1,2,

i i+1
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ziskame 3(n -1) rovnic. Celkem tedy mame definici kubické spline funkce zadano (4n - 2)
podminek. Pro vypocet kubické spline funkce je tedy nutné kromé bodii (xo, Yo ), - - - ,( Xn, Yn)

zadat jesté dvé dalsi podminky.
Nejcastéji se uziva "okrajovych podminek":

a) zadani yo' ayn',
nebo
b) zadani yo" ay," , specidlné se uziva volby

Yo =yn" =0 a pak mluvime o pfirozeném kubickém splinu.
Ukéazeme nyni, jak pro jednotlivé "okrajové podminky" provést vypocet splinu.
Uréeni koeficientd polynomi fi ( X ) provedeme ve dvou fazich:

1. ur¢ime hodnoty Yo ', y1 ', ..., ¥n ' ;
2. pomoci Fergusnovych obloukii uré¢ime oblouky mezi danymi body.
Uzitim Hermitovy interpolace podle vztaht (3.14) vypocteme koeficienty.

Odvodime nyni vztahy pro feSeni 1, faze vypoctu. Funkci fi ( X ) vyjadfime podle
vztahti (3.14 ) v maticovém tvaru ( 'K = Xj+1 - Xi ):

2 2 1 1 ]
ao |k3' ik_3’ |k2' IkZ y,
3 2 a| 3 3 2 1 Yin
= — X — X — X l . — — -, — .
[(X XI) ’(X XI) » X XI’ ] a2 |k2 |k2 |k |k y'i
L0, 0, 1, 0 ,
i+1
lo, o, o, 1|

Je ziejmé, ze pii vypoctu derivaci funkce f i ( X ) staci derivovat vektor
[(x-x% ) (x-x )5 x-%,1].
Z podminky fi“(XM) = fi;‘l(xiﬂ) : i=0,...,n2

fo(x) = f,(%)

vypocteme

57




ZPG 4. Spline, Bézier, Coons

Yi
{E_ﬂ 12 6 6 4 E_i} Vi | _
ik2 ik2’ ik2 ik2 ! ik ik ! ik ik ' Vi
YV'ia
yi+1
6 6 4 2 Yii
= _i+lk2’ )2 _i+1k’ _i+lk oy
Y'is2
Po tpravé ziskame rovnici
1 (2 2y 1 3 3 3 3
Tyi + T'F Hlk Vv +Wyi+2 ::—Wyi + Ik—Z—W yi+l +Wyi+2 (40)
pro i=0,..,n-2.

Pro zadané hodnoty yo' a y,' mizeme soustavu linearnich rovnic pro vypocet y1',...,Yn-1' psat ve
tvaru(n > 2):

Y1 (4.1)
A. =B
Y'na
kde
2 2 1 ]
i e O ’ °
1 2 2 1
P AR ’
A=|0, , 0 i £+12 , 11 , 0, 0
'k 'k "k "k
1 2 2 1
O’ ey 0’ n-3 k’ n—3k + n-3 k’ n'12k 2
1
_0, 0, Tk, n_2k+Tk’_
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3 3 1
R ) A
3 3

'2k2y3_1k2y1+[2_ zkzjyz
3

B= 3y _iy (3 _ jy
'i+1k2 i+2 ikz i kz |+1k i+1

3 3 3 3
n_zkz yn—l_n.gkz Yot Tkz_Tkz Yo

3 3 3 3 1
_n-1k2 yn_n-zkz Yoot Tkz_sz Yoa nlkyn

Matice A soustavy je tridiagonalni a diagonalné dominantni a symetricka. Re$enim soustavy
(4.1) vypoéteme hodnoty y;1', . . ., Ynh1 a uzitim vztahu (3.14)- predchazejici kapitola 3 je
mozné sestavit rovnice splinu pro dané okrajové podminky yo' a yy'.

Tvar soustavy pro vypocet yo', . . ., V' pro piipad piirozeného kubického splinu.

Podminka f"(x0) = 0 vede k rovnici

3 -1
T et h T T =0

tj.
- - 3
2Yo +Yy = 5 (= Yo)- (4.2)
Podminka f" (X,) = 0 vede k rovnici
3 1
nlkzynl nlkzyn nlkynl+ kyn - =
: - 3
Yon-1 +2yn = Tk (yn - yn—l) . ( 4.3 )
Soustavu pro vypocet derivaci Yo', . . ., Yo' pro pfirozeny spline miizeme na zaklad€ rovnic
(4.2) 5 (4.3) psat ve tvaru
Yo (4.4)
Paf - =Py
Y,
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kde
2 1 0 0 |
1 2 2 1
PR °
1 2 2 1
=0 0 — —+- . 0 0
pA |k Ik |+lk |+1k
1 2 2 1
0 ; L = R
0 0 1 2 |
_3 -
W(yl_yo)
3 3 3 3
Wyz_wyo"" V_lkiz y1
p= 3, 3 +(3 _3)
i+1k2 yi+2 ik2 yi ikz i+lk2 yi+1
3 3 +( 3 3 )
n—lkz yn n—2k2 yn*2 n—2k2 n—1k2 ynfl
3
i Y |

Piiklad 1.

Pro tabulku hodnot (z minulého ptikladu) urcete kubickou pfirozenou spline funkei.

Dana tabulka:
i 0 1 2
Xi | O 1 3
Vi 1 0 | 16
Dle (4.4 ) sestavime soustavu: n =2 , t.j. matice pa jetypu 3*3 a’k =1,k = 2.
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Plati: _ .
-3
0 -3
p,=|1 ; P= 2.16—3+(3—j}0 = 9
01 2 3 24
5.(16—0)

Rozsifend matice soustavy je (druhy fadek nasobime dvéma):

2 1 0!-3 2 1 0)-3
| |

2 6 1/18| ~ [0 5 1/21

01 2124 0 0 9199

5
Tedy vy, =11 , y;" = 2 y0'=—5

Uzitim rovnic (3.14) lze sestavit rovnice splinu:

fo(X) = a,x’ + °a,x* + “a,x+ ‘a, ,

kde O, = 2+(—§)+2 =3
2 2
%, = 3-(5+2)=0
5
0 = _2
)
‘a, = 1.

Prvni oblouk bude dan polynomem

fo(x)=%(3x3—5x +2) , xe(0,1)
Pro druhy:
f.(x) = 1a0(x—1)3 + 1a1(x—1)2 +'a,(x-1)+a, ,

kde
g, = 2(0-16) N 2+11 _ 3 ta, = 2
31680 Y y
g, = (16 — )_2.2+11:g la, = 0
4 2 2
Tedy

f(x) = 5 [ -3 +18(x-1 +8(x-1) |
Pro uvedenou tabulku ptirozeny splin bude:
1(SX‘°’—5X+2) pro x <1

_ 2
0 = < %[ ~3(x-1)" +18(x~1)" +8(x— )] prox>1
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4.2 Spline kFrivky - rovinné i prostorové.
Definice. Necht jsou dany polohové vektory Po, P1, ..., P,opérnych bodi
arealna ¢isla th<ti< ...<t,.
Kubickou spline kiivkou P(t), kde t € < tp, t, > nazveme k¥ivku, pro niz kazda slozka
vektorového vyjadieni je spline funkci parametru t pro dvojice (to,So) , - . ., (tn,Sn) ,
kde so, ..., Sp jsou pfislusné slozky vektoru Py , ..., Pn. Volbou ¢isel tg, t1, . . . ,ty - urCujeme
parametrizaci spline kiivky. Nej¢astéji se uziva tzv. uniformnich spling, t.j. volise tj = i,
kde i=0, ...,n.
Kubicka spline funkce je jednozna¢né¢ urcena opérnymi body s polohovymi vektory
Po, ..., Pn a "okrajovymi podminkami".
Okrajové podminky jsou

a) zadané prvnich derivaci v bodech xo a Xy, .

b) zadané druhé derivace v bodech Xg a X, .

Jestlize je Py" = Py" = 0 - potom mluvime o pfirozené spline kiivce.

¢) zadanim, Ze kiivka je uzaviena.

Ptipad a) - staCi samoziejmé vycislit vektory P1', ..., Pny' (n>2) uzitim soustavy (4.1).
Pro’%k = 'k = ...= "k = 1 mame soustavu
P:
A.l.. =B (4.5)
P
kde ) .
4 1 0 0
1 41 .. 0
01 4 0O .. O
A= ;
0 , 0 1 1
| 0 .. 01 |
a
[3(P2-Po) - PYo]
3(Ps- P1)
B =
3(En-1 - En-3)

3(En - En-2) - Eln

Pro n = 2 je soustava tvofena jedinou rovnici:
4P, = 3( P,-P, ) _E'o_ P,
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Pro n = 1 je spline kiivka totozna s Fergusonovou kiivkou.

Pro ptipad b ). Ze soustavy (4.1) :

kde

pron=2

P’o
Pa . = P8

P’n
(2 1 0 .. 0
1 4 1 4 . 0
0O 1 4 1 O 0
0 0 1 4 1
0 0 1 2]
3(P1 - Pg) ]
3(P2 - Po) pron=2
3(Ps - P1)
3(E_H_En_')
3(E_H_En_')

Pro uzavienou kiivku - pouzijeme vztahu ( 4.0 ):

Pi' + 4P’ + Pisp' = 3(Pis2- Pj)
proi=0,...
ProtoZe jde o uzavienou kiivku, mizeme polozit Ppsq =

ze vztahu (4.7) proi = n- 1 mizeme ziskat:
Poy' + 4Py + Py’ = 3(Pg - Pn)

apro i =n

Py + 4Py + Py’ = 3(P1- Pn).

(46)

(4.7)

Poa Pniz = Pj a tak

(4.8)

(4.9)

Soustavu pro vypocet tecnych vektorti uzaviené spline kiivky na zaklad¢ (4.9),(4.7),(4.8)

muZeme psat ve tvaru (n>2)
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kde ) ) ) )
41 0 3(P, —Py)
1 41 0 3(P,—Py)
01 4 1 0 3(P,—P,)
u,= : Ug= .
0 ) O 3(En_En2)
L 4_ _3(En _En 1)_

Ptriklad. Urcete pfirozenou spline kiivku v roviné pro opérné body
Po=[2,0], P=[-1,1] a Pp=[-1,-1]
Nejprve ur¢ime te¢né vektory Po', Pi' a Py'.

Vyjdeme ze soustavy (4.10). Plati n = 2, a tudiz:

2 10 (-3, 0 3(P1'Po)
A=l1 41 B=3[(-3 -1 3(P, - Py)
0 1 2 0, -2) 3(P, - P,)

ReSenim téchto dvou soustav linedrnich rovnic ( na pt. Gaussovou eliminaci dostaneme te¢né

vektory v opérnych bodech .

-9 0

2 1 0| 9 0
|

1 4 1!-9 -3|=~

01 2|

i
|
9 6| =
|

o o N
o~ B
N O

0 -6
Tedy: P,"=[0.75; -3] ,

El':%[—z[ws; -3]+[-9:0]] =[-15;0],

[HEN
N

9 -36

go'zé[—[—1.5;o]+[—9;o]] = [-3750] .

Ze vztahu ur¢ime dva Fergusonovy oblouky. (Kapitola 3.4.3)

Prvni z nich je:

'P(t) =[2;0] .Fo(t) + [-1;1].Fu(t) + [-3.75;0] . F(t)
+ [-15;0] .Fs(t), te<0,1>.

PP(t) =[0.75¢8 - 3.75t%+ 2 ;-2 + 3t°].
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Druhy bude vyjadien v parametru v e <0,1> pro body P; a P, a te¢né vektory P;' a P,".
P(v)=[-1;1].Fo(v)+[-1;-1] .F1(v)+[-15;0] .Fo(v)+[0.75;-3] .F4(v)=
=[-075° + 2.25V* - 15v -1; V*-3vV+1].

Vysledna kiivka tedy bude popsana rovnicemi

[0.758 - 3.75t* + 2 ; -2t +3¢° ] prot e <0,1>
P(t) =

[-0.75(t-1)° + 2.25(t-1)* - 1.5(t-1) -1;

(t-1)° - 2(t+1) +1] prote<1,2>.

R(t)=Fy(t)-G+FR(t)-H+F(t)- g+ F(t)-h prote <0,1>.

G, H...polohové vektory bodi;

g, h...vektory teCen v bodech, ve kterych je Fergusonova kiivka jednozna¢né urcena.

ProF;,i=0,1,2,3 plati: F(t) =2t —3t* +1

F(t)=-2t>+ 3t?

2()_t3 2t% +t

F(t)=t te <0,1>.
Pro t=0...R(t)=G; prot=1...Rt)=H
Pro g=h...GH je aproximovano tseckou.

)| otazky 4.

1. Charakterizujte spline funkce, spline kiivky. Zadani a pouziti.

2. Dejte ptiklad pouziti spline kiivky. Oteviené, uzaviené.

Q Ulohy k Feseni 4.

=

Piiklad 4.1.

Jsou dany body Py , P1, P2 a P3 a te¢ny v nich Py, P1', P2’ a P3'. Zobrazte a) zadané
body; b) te¢ny v zadanych bodech ( d = 2); ¢) pfirozeny spline zadanymi body; d) pravouhly
pramét do prvni primétny.

Zobrazte v kosouhlém promitani (q a @ volte parametricky).
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KIi¢ 4.1.
Po [0,0,0] Po'[0.75,-0.75,0 ]
P, [1,0,0] P,'[0.75,0.75,0.75 ]
P, [1,1,1] P, [-0.75,0.75,0 ]
P; [0,1,0] Py'[-0.75 ,-0.75 ,-0.75]
Po [0,0,0] P'[0.75,-0.75,0 ]

P'(t) = PoFi(t) + PiFa(t) + Po'Fa(t) + P/ Fa(t)=
P(t) = [0,0,0]F.(t) + [1,0,0]F.(t) + [0.75,-0.75,0].F5(t) +
+[0.75,0.75,0.75 ].F4 (1)

P! : prvni oblouk

XL a = -2+15=-05¢ a =2(Yo-y1) + Yo'+ V¢’
a1 = 3(1-0)-15-0.75 = 0.75 t* a1=3(y1-Yo)-2 VYo' - Vi’
a, =075t a2=Yyo  az=Yo
"Y"2:a = 2(0-0).. =0t a = -0.75... = -2.25¢ a = -0.75t
"Z"3: ap = 075t a; = -0.75t" a, = 0 a3 =0

PY(t) = [-0.5t3+0.75t + 0.75t ; -2.25t*- 0.75t ; t* - 0.75t*] prot e<0,1>.

P2 : druhy oblouk

<X Y A
=2(0)+0=0\° -2+15=-05V° -2+0.75=-1.25V*
a,=0-0.75=-0.75* 3-225=0.75V° 3-1.25=1.75
a=0.74v =V

P2(v) = [-0.75V* + 0.75v +1; -0.5V° + 0.75v? + 0.75v; -1.25v® +1.5v + 0.75V ]
prov € <0,1>.

P? : treti oblouk

P3(s)=[-055°-0.755°-0.755+1;-0.755% +0.755 + 1; - 1.255° - 2.25 5% + 1]
pros e<0,1>.

P* . &tvrty (posledni) oblouk

P*(u)=[ 0.75u%-0.75u; 0.5u® -0.75u®-0.75u+1; - 0.75 u® + 1.5 u*- 0.75 u ]

prou e <0,1>.
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Piiklad 4.2. Urcete kubickou spline funkci pro opérmé body Xo = (0,0),X;=(1,1),

X2 =(2,0), kde y'=1ay' =0. i Yo'=1
Xo(0,0), yo'=1 X1
Xi1(1,1),
X2(2,0), y'=0 | I y' =0
f(x)=fo(x) = xe<0,1> Xo X '
fi(x) = xe<1,2> fi =3 - polynomy 3 - stupné
fi(x) = Ri(xxi ) +Si(xx ) +Ti(xx)+Ui, i=0,1.
KIlic 4.2.
Ze zadani plyne:
/ f,(x0) = f,(0) =0
(5) f,(x1) = f,(1) =1
f,(x1) = f,(1) = 1
f(x2) = f,(2) = 0 -
f,')(x0) = f,’(0) =1
(6) — f'(x2) = f'(2) =0
(7) fo'(x1) = fi'(xy) a fo"(x1) = f(x1)
Xo =0 (8) Up =0 Ro+Sog+To+tUp=1
X =1 U =1 Ri+S;+T1+U;=0
fo' (0)=1 (9) To =1 3R;+2S;+T; =0
(10) ze(7) = 3Ry +2Sp+ To=T
(11) f"(x1)=f"(x1) = 6Ro + 2Sy = 2S;
Z(10) = 3Ro+25 +To=y:', Ti=w
Z(8),(9)a(10) = koeficienty pro funkce f;" .
Ro = th-1= _; Ri= y1i+2 = %
(12) So= -y +i= 2 S1= 2yi-3 = -
To=1 T1=Y1' e nenenienes
Up =0 Ur=1
Z(12) = (11)proy:" 5
By:1'-6-2y;'+ 2 = -4y,"-6 = yi' = —%
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L33 4 2 4y pro x e<0,1>
4 4

\—%(x-lf —g(x-l)2 —% (x-1) +1 prox e <1,2>.

Spline funkce tedy je

f(x) =

4.3 Bézierovy krivky.

Cil Po prostudovani této kapitoly budete umeét

e popsat a definovat Bézierovy kiivky, jejich vlastnosti
e definovat B-spline kiivky
e konstruovat Bézierovy a B-spline kiivky.

Vyklad

Necht [P;]",, m > 0 jsou polohové vektory vrcholi lomené &ary.

Bézierova kiivka (BK) pro danou lomenou ¢aru je dana rovnici:

R() = m
© R(t)=Y PB,, (1), kde te (0,1)
i=0
R(t) je polohovy vektor bodi kiivky
a B,, Jsou tzv. Bernsteinovy polynomy.
Ti.  B.()=(")¢ (1-1)"". Dodefinovano: (r)=120°=1.
Zobrazeni grafi Bernsteinovych polynomt pro hodnoty:
BK pro
m=1 R()=Y.P.B,, (1) te<0,1>
i=0
B, (0)=(r)¢ (1-0)""
m=2

R,(t) = Po(3)t°(=1)" + Py(Tt(a—1) + P,(3)t*(1-1)" =
= Po(1-t)" + P,2t(1-t) + P,t?
BOZ BlZ BZZ
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Ry(t) = Eo(g)tO(l—t)3 + El(f)t(l—t)2 + P (3)r(a-t) + 53(§)t3(1-t)° -

= Po(1-t)" + P,3t(1-t)" + P,3t?(1-t) + P,t°

BOS BlS BZ3 BSS
m = 2 m = 3 m = 4
1 1 7
BOZ Bzz B03 333 BO4 B44
By,
B, Bss By, Bs,
B2
0 1 0 7 0 1
Obr. 4.1

Na obrazku 4.1 jsou zndzornény polynomy pro jednotlivé stupné Bernsteinovych polynomii.
4.3.1. Vlastnosti Bézierovych krivek.

1. Pocatecni a koncovy bod oblouku vysledné kiivky.

Pro R(0) ... Bm(@)=1aBin(0)=0 proi=1,..., m=>
R(0) = Py < pocatecni bod.
Protoze Bim(1) =0 pro i=0,...,m-1 a Byn(l)=1=>

R(1) = Pnm < koncovy bod polynomu i Bézierovych kiivek.

2. Te¢né vektory BK v pocate¢nich a koncovych bodech.

m

Je ziejmé R'(0)= > PiB'im(0)
i=0

JelikoZ B'om(0) = [(1 - t)]t;O = -m,

B'1m(0) = [me@-9™] " = m

a Bim(0)=0 pro i=2,..m
plati

R’(0) =m. (P1 - Po) <« te¢na v pocateénim bod¢

a podobné
R'(1)=m.(Pm-Pmn1) <« tetnavkoncovém bode¢.
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4.3.2. Geometricka konstrukce bodii Bézierovych krivek.
Pro jednoduchost zvolime m = 3.
a) Zvolime hodnotu parametru tp € < 0,1 >.

b) Uré¢ime body 'p., 'P, a 'P; na stranach Fdiciho polygonu tak, ze

'P1Py _ PPy P3P, t
PoP1 = PiP, ~ PPy ~ 0 P, 12 P2

o 2 o ip 1
¢) Ur¢ime bod “P; na ptimce "P; “P;

abod ®P, na pfimce p, 1P3 tak, Ze

?P2P1 _°P3'Py_
1P1 1P2_ 1P2 1P3_

to

Bod 3Psje bodem Bézierovy kiivky
d) Bod *P3 na piimce °P,°P; spliujici vztah Po
°p,2p, Obr. 4.2

P>~ P3 = o

je bodem Bézierovy kiivky pro parametr t.

Priklad 3.
Urcete Bézierovu kiivku pro polygon Py(0,0), P1(10,15), P»(20,15) a P3(30,0).
Slozky R(t) vektoru jsou: x = 0.Bgg(r)+10.B15(¢)+ 20.By3(r)+ 30.Ba3(¢) =

= 10.(f)¢.(1—t2)+ 20.(3 2 @)+ 30.(§)t3 =
—30(-22 + %)+ eso.(z2 ~3)=30r

y=0.B,,(¢) +15.B5(¢) +15.B,,(¢) + 0.B, (1) =
= 15.(B13(t) +B23(t)) = 15.(3t(1—t)2 +3t2(1—t)) =
=4s5(t-20 400 +02 =17 ) =45t - 1*)

Tedy parametrické vyjadieni oblouku je R(t) =[30t;45 (t-t?)] prot e <0,1>.
Priklad 4.
Urcete Bézierovu kiivku pro polygon V;(0,0,0), V»(1,1,0), V3(0,1,1) a V4 (0,0,2).

X = 0.8y, (1) + 1B () + 0By, (1) + 0.Byy (1) = 1(3).£.e =1)” =3.2.(¢> =2 +1) = 3> 61> + 3¢
y=0.B (1) +1LB;(t) +1.B,,(t) +0.B,,(t) = 3t> —6¢> + 3t +3t.(t —1) = 3> — 3¢
2=0.By, (1) + 0. B (1) + 1. Byy (1) + 2. By (1) = 3.(3). 2 (e = 1)+ 2.(3).2 1= 3¢ = 36> +2¢° = 56> =3¢

Tedy B(t)=[3t3—6t2+3t;3t3—3tz;5t3—3t2] prot e <0, 1>
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4.4, Coonsova B-spline kiivka

je zobecnénim Bézierovych kiivek - dosahuje se interpolaci kiivky po obloucich.

Oblouk kubického Coonsova B-splinu je uréen vektorovou rovnici

R(t) =%i P.G(t), t (0,1).
a Cy(t)==1>+3¢> =3t +1=(1-1¢)°

C/(t)=3t"-6t"+4
C,(t)=-3t> +3t +3t +1
G(t) =313
Grafy bazovych funkci Cj (t) , 1= 0,1,2,3, jsou na obrazku 4.3.
Zakladni vlastnosti Coonsova oblouku B-spline.
1) Poc¢ate¢ni a koncovy bod oblouku: pro t = 0 dostaneme
Co (0)=C2(0)=1,C4(0)=4,C5(0)=0.

Tedy 3(0)=%(Eo+4&+EJ=%B(EO+Ez)—Bl}+Bl-

Pocatek oblouku lezi v bodé R(0), ktery lezi v jedné tieting
délky téZnice trojuhelnika Py P; P, od bodu P; . Tento bod se Obr. 4.4
nazyva "antit€ziste" trojuhelnika Py Py P, (Viz obrazek 4.4)
Prot=1platiCy(1)=0,C;(1)=C3(1)=1aC,(1)=4 tedy
R = 5(P, +4P, + Py) = 3| 5(PL+P) P, |+,

Obdobné, koncovym bodem oblouku bude bod R(1), ktery lezi v jedné tietiné délky téznice
trojuhelnika Py P, P3 od bodu P, . R(1) je Phe

~
~ /,
Vv

tzv "antitéziStém" trojuhelnika Py P, P3.

2) Tecny v pocate€nim a koncovém bodé
B-spline kiivce.
Uréime R'(0).
Plati: Co’(0)=-3, C1’(0)=0, C,'(0) =3,
Cs'(0) =0.

Tedy R'(0)=7(P,—Py)
Tecna v bod¢ R'(0) je tedy rovnobéZzna s pfimkou PgP, . Podobné lze ukazat, Ze tecna v bod¢

R(1) je rovnobézna s ptimkou P1P3.
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3. Porovnani Bézierovy a B-spline kiivky pro dany polygon {Ei }20 pro m> 3.

Bézierova ktivka je stupné m.
B-spline kiivka je sloZzena z m-2 obloukd.

( 1. oblouk je uréen body Py, P1, P2a P3;
2. oblouk je uréen body P;, P> Psa P4 atd. .....)

Nevyhodou B-spline kiivky tedy je, Ze "neprochazi" prvnim ani poslednim bodem zadaného
polygonu Py, . .., Pm. Toto Ize odstranit nahradnim polygonem {Qi }mo
~ifi

Tento nahradni polygon musime urcit tak, aby se B - spline kiivka pro tento nahradni polygon

dotykala ptivodniho polygonu v pocatecnim a koncovém bod¢ ptivodniho polygonu.

pro m = 4, bude platit
Q, =P, +6(P;—Py),

3 1 1
91 _EBl_EBy {= E1+_(E1_B2)}
Q =P,,+6(P,—-P,.,).
3 1 1
9m71 - EBmfl _EEm—Z {: Poa +E(El -Pns )}
pro dalsi vrcholy bude platit Qi=Pj, proi=2,...,m-2.

pro m = 3 ur¢ime nahradni polygon body ( Obr. 4.5).
Q1:2£1_£2’ Q2:2£2_£1’

o, = Q2 +6(£0 _£1)> 23 :Ql +6(£3 _22)'

P P, =Q,
Ql?‘—'_ t
\ Po ////
7
=
7 / P
\ d / i
/ P \
/ 4
_\; //% /f /)’ Qs
% el
0 d’/
Q4
Obr. 4.5

72




ZPG 4. Spline, Bézier, Coons

V nasledujicim programu je feSeni Coonsovy B-spline kiivky, kterd prochdzi pocatecnim a
koncovym bodem. Jde o zptsob, kdy je vypracovana obecné procedura pro Ctyfi rizné body
A, B, C a D. Procedura je aplikovana postupné na vsechny zadané body tak, ze vyvolana pro
(A, A, A, B) ... prvni zadany bod kiivky je vzat 3-krat. Antitézisté "trojuhelnika" AAA je bod A,
je to tedy pocatecni bod kiivky. Dale je procedura vyvolana pro body (A, A, B, C) ... prvni
zadany bod kfivky je vzat 2-krat. Spojnice bodli A a B je te¢nou kfivky. Déle je procedura
aplikovana az (n-2)-ho zadaného bodu. Nasleduje obdobny postup s tim, ze jsou

ztotoziovany posledni dva body. Z vypisu mozného programového feseni je postup ziejmy.

procedure Coons (A, B, C, D: Bod);
const Krok = 0.1;
var X, Y, XX, YY :integer,;
T1, T2, T3, T4 : real;

t : real;
SqrT, SqrTdecl : real;
begin
t:=0;
SqrTdecl :=sqr (1-t); {ptipravny piepocet}
SqrT  :=sqr (1);
T1:=SqrTdecl*(1-t) / 6; {Ridici funkce}

T2 := (3*SqrT*t - 6*SqrT + 4) / 6;
T3 := (-3*SqrT*t + 3*SqrT + 3*t + 1) / 6;
T4 :=SqrT*t/ 6;
XX :=round (A.X*T1 + B.X*T2 + C.X*T3 + D.X*T4);
YY :=round (A.Y*T1+B.Y*T2 + C.Y*T3 + D.Y*T4);
whilet<=1do
begin
t:=t+ Krok;
SqrTdecl ;= sqgr(t-1);
SqrT = sqr(t);
T1 :=SqrTdecl*(1-t)/6;
T2 :=(3*SqrT*t - 6*SqrT + 4) / 6;
T3 := (-3*SqrT*t + 3*Sqrt + 3*t + 1) / 6;
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T4 :=SqrT*t/ 6; {spocitej nové body}

X :=round (A.X*T1 + B.X*T2 + C.X*T3 + D.X*T4);

Y :=round (A.Y*T1 + B.Y*T2 + C.Y*T3 + D.Y*T4),

put line (XX, YY, X, Y); {kresba tiseCky ze starého bodu do bodu nového}

XX:=X;YY =Y, {uchovani predchozi pozice}
end {while}
end,; {Coons}

Programové teSeni.
procedure B_Spline (P: Body; N: byte);
{ vstupem je pole bodi P[1...N] fidiciho polygonu }

var i: byte;
begin
Coons (P[1], P[1], P[1], P[2]); { z trojndsobného bodu do spojnice P1, P2 }
Coons (P[1], P[1], P[2], P[3]); { dale z tohoto bodu do antitéziste }
fori:=1toN-3do { po tiech se navazuji oblouky }
Coons (P[i], P[i+1], P[i+2], P[i+3]);
Coons( P[N-2], P[N-1], P[N], P[N]); { analogicky na konci kfivky }
Coons( P[N-1], P[N], P[N], P[N]) { konec v trojnasobném bodu }
end,; {B_Spline}
Piiklad 5.

Urcete kubicky Coonstiv B-spline k polygonu, ktery je nahradnim polygonem ptikladu 1.
Polygon je dan body Po(0, 0), P1(10, 15), P»(20, 15) a P3(30, 0).
ProtoZe m = 3 dostaneme:
Q,=2P,-P,=(015),Q,=2P,-P,=(30,15),
Q,=Q, +6(P,—P,)=(-30,-75)
a

Q,=Q,+6(P,—P,)=(60,-75).
Pro polygon Qi, Q,, Qs stanovime kubickou Coonsovu B-spline kiivku. JestliZze rozepiSeme

uvedené vztahy do slozek, dostaneme rovnice
x=30t; y =45 (t- ).
Pti pouziti ndhradniho polygonu jsme dostali stejné vyjadreni, jako je vysledna kiivka

(Fergusonova) pro body Py a P3 a tecné vektory 3 (P1- Pg) a 3 (P3- Po).
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Q Ulohy k Feseni 4.

=

1. Urcete prostorovou Fergusonovu kiivku pro body G = (0, 0, 0), H = (1,0,0) a te¢né vektory
g=(0,0,1), h=(1, 1, 1). Proved'te promitaci metodou, kde je mozno volit thel pohledu.
Zobrazte jeden pomocny prumét prostorové kiivky do nékteré z rovin (X,y) nebo (y,z).

2. Urcete kubickou spline funkci pro opérné body (0,0), (1,1) a (2,0) a hodnoty druhych
derivaci y" =5/2 ay" =-10/2.

3. Stanovte rovnice rovinné Bézierovy kiivky o vrcholech fidiciho polygonu (0,0), (1,3), (2,2),
(3,3), (4,0).

‘7 Kontrolni otazky 4.

1. Dejte ptiklad pouziti Bézierovych kiivek. Co je Bézierova kiivka?
2. Kiivky uréené lomenou carou. Bézierovy kiivky, princip, zadani.

3. B-spline kiivky - Bézierovy kiivky. Porovnejte.
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