ZPG 10. Fraktaly

10. FRAKTALY

Cil Po prostudovani této kapitoly budete znat

® principy fraktalni grafiky na osobnich pocitacich
® pouziti fraktalti v pocitacové grafice

® algoritmy tvorby fraktali

Vyklad

Dosavadni déleni geometrie dle rozméru - dvoj, trojrozmérného je déleni podle

eukleidovské podmnoziny tohoto prostoru. Pii vicerozmérné geometrii se hovofi o tzv.
topologické dimenzi. Dimenzi definujeme tak, Ze vicedimenziondlni utvar lze rozd¢lit
utvarem o dimenzi niz$im na dva disjunktni utvary. Na piiklad. Krychli - tfidimenzionalni
utvar - lze rozdélit rovinou - dvoudimenziondlnim utvarem - na dvé casti. A podobné.
Topologie se zabyva tim, co se pii spojitych transformacich neméni. NaSe difive uvedené
transformace - posunuti, méfitko, otoeni a pod. jsou vesmés zvlastni ptipady afinnich
transformaci. V ptirodé se vSak tyto pravidelné utvary - ¢tverce, kruznice, a pod. , tak 1 "nase"
transformace nevyskytuji. SpiSe se v pfirod¢ vyskytuji nepravidelné vlastnosti, které se
topologicky velmi obtizné popisuji. Objekty zde jsou hory, mraky, stromy,..., pohyb - napft.
Browniiv pohyb mikroskopickych ¢astic. Tedy Gtvary ndhodné - nepodobné; pohyb chaoticky.
Otéazky, které si klade fraktalni geometrie jsou: je opravdu tento pohyb pouze chaoticky a

utvary nepodobné?

10.1. Sobépodobnost

V Sedesatych letech byl zaveden pojem sobépodobnosti. Mirou sobépodobnosti byla
zavedena Hausdorffova dimense. Tedy teorie sobépodobnosti se stala zakladem fraktalni
geometrie, ktera se zabyva generovanim sobépodobnych utvard. Vlastni pojem fraktal
(fractus = polamany, nepravidelny) zavedl v osmdesatych letech matematik polského ptivodu
Benoit B. Mandelbrot, kterému se podatilo nalézt souvislost mezi sobépododnymi utvary
V matematice a ptirodnimi utvary. Ukazal, Ze co v matematice do t€¢ doby bylo povazovano za
domysleni myslenkovych konstrukci a absurdnostem, muize se stat zdkladem pro modelovani

pfirodnich utvart.
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Piiklad sobépodobnych utvart - objektt: pfirodni kamen. Vezmeme-li dva kameny -
velky a maly, potom tyto se od sebe 1isi prave velikosti. Matematicky feceno zménou méfitka.
Nebo na nize uvedeném obrazku je zndzornéna oblast - snéhova vlocka - ohraniceni plochy
ktivkou, kterd vznikne geometrickou konstrukci dle pravidel geometrie. Prostiedky
pocitacové grafiky umoznily matematice vlastné zcela rozvinout fraktalni geometrii. Pomoci
pocitace je mozno matematickou teorii prakticky redln¢ ovérit a zkoumat. Naopak pocitatova
grafika dostala dalsi aparat, pomoci n¢hoz lze generovat a zaznamenat obrazy, které by jen

zt¢zi mohly jinak vzniknout.

Matematicky je sobépodobna mnozina definovéna:
Sobépodobna mnozina A n-dimenzionalniho Eukleidovského prostoru E je takova mnoZina,
pro niz existuje konecné mnoho kontrahujl'cich* zobrazeni @1, ... ¢ m takovych, zZe A vznikne

jako sjednoceni

m
A = U gDi(A).
i=1

Sobépodobnd mnozina vznikne tedy opakovanim sebe sama pfi urcité transformaci. To
je na priklad posunuti, zménu meéftitka, rotace a pod. Sobépodobné mnoziny jsou invariantni
vzhledem k témto transformacim. To znamend, Ze zménou méfitka jsou mnoziny stejné.
ZvétSenim ani zmenSenim se mnozina nemeéni. To potom znamend, Ze mnoZiny jsou
sobépodobné. Mimo jiné to znamend, Ze mnoZina, ktera vznikla opakovanim stejného motivu
je sobépodobna.

* kontrahujici zobrazeni (Rektorys a kol.: Pfehled uzité matematiky).

i
ZH L

Obr. 10.1
Priklady sobépodobnych mnozin jsou na nasledujicich obrazcich (Obr.10.1).

Ve fraktalni geometrii se pouziva pojem topologicka dimenze. Jde o dimenzi, kterou
chapeme tak, ze spojitym zobrazenim kazd¢ kiivce piifadime piimku; plose rovinu a pod.
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Hausdorffova dimenze potom je mirou €lenitosti. Cim je mnoZina ¢lenit&jsi, tim je vyssi jeji
Hausdorffova dimenze.

Priklady fraktalu.

10.2. Cantorovo diskontinum
V roce 1883 Georg Cantor popsal mnozinu, jejiz algoritmus by se dal vyjadfit:
program Cantor;
procedure rekurzivné rozdél (X: usecka);
begin
rozdel X na A, B, C - tfi stejn€ dlouhé Gsecky;
rekurzivné rozdél (A);
rekurzivné rozd¢l (C);
end; {rekurzivné rozd¢l }
begin
vezmi_usecku X
rekurzivné rozdel (X)
end.

Prvni ¢tyfi iterace Cantorova diskontinua jsou na nasledujicim obrazku (Obr. 10.2).

Obr. 10.2

10.3. Snéhova vlo¢ka - oblast ohrani¢end kiivkami Kochové. (Obr. 10.3)

VAN

pocatecni stav generator

Obr. 10.3

Zobrazeni pocatecnich krok.
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AIZEY

Obr. 10.4.

Konstrukce Kochové kiivky je

- rozd¢l tsecku na n (3) dily;

- nad stfednim dilem sestroj dvé strany rovnostranného trojuhelnika.
Rekurzi mizeme tuto konstrukei vytvaret do urcité hloubky. Pokud do procesu nezahrneme
nahodny proces, vznikne pravidelny obrazec.
program vlocka_Koch;
procedure rekurzivné_iteruj(X);

begin

rozd¢l X na tfi tretiny A, B, C;
na stfedni ¢asti sestroj rovnostranny trojihelnik se stranami B1 a B2;
rekurzivné_iteruj(A);
rekurzivné iteruj(B1);
rekurzivné_iteruj(B2);
rekurzivné iteruj(C);
end;
begin
vezmi usecku X;
rekurzivné_iteruj (X)

end.
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10.3. Brownuv pohyb
Zaclenénim nahodného procesu, at’ se jedna o hodnotu nebo tsek programu vytvoii

SN Z4I

utvar, ktery je "piirozengjsi". Cely tento algoritmus nazyvame transformacni funkci.
Ptiklad nahodného - prirodniho - je mozno ukézat na matematickych modelech Brownova

pohybu (pohyb mikroskopickych ¢astecek v tekutin€). Na obrazku 2 je zobrazena kiivka

Nahodné hodnoty

v

|l SR U U I U ——

0 025 05 0.75

obr. 105 Obr. 10.6

Brownova pohybu po druhém iteracnim kroku pro tento pohyb v jedné dimenzi. Algoritmus
tohoto pohybu je zaloZen na nahodném nahrazeni stitedniho bodu. Oznacime f (t) polohu
bodu v zavislosti na parametru t, 0 <t < 1. Necht' f(0)= f( . Hodnotu f(1) zvolime pomoci
generatoru nahodnych &isel s norméalnim rozloZenim se stfedni hodnotou O a s rozptylem o 2.
Tim jsme realizovali prvni krok algoritmu a pohyb castice jsme aproximovali useckou
f(0),f(1). Dals§im krokem aproximujeme pohyb lomenou c¢arou tak, Ze vychylujeme sttedni
bod tusecky, ale jiz s menSim rozptylem 0.25 © 2, obecné potom v k-tém kroku s rozptylem
(0.5)*Y &2,

Takto vygenerované fraktalni kiivky maji Hausdorffovu dimenzi 1.5. Upravime-li

algoritmus tak, Ze rozptyl v kazdém kroku (0.5) H o2 pro 0 < H < 1 na misto pavodniho

Obr. 10.7 Obr. 10.8
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(0.5) ™ *Y &% Budeme-li modifikovat nejen stfedni hodnoty, ale viechny ostatni, dostaneme
fraktalni kiivky dimenzi 2-H (Viz obr.6).
Na obrazku 10.7 je zobrazen "Model" krajiny vytvofeny metodou ndhodného
nahrazeni stfedniho bodu ¢tvercové site.
10.4. L-systémy
Odvozeno od anglického LOGO-like turtle. Coz byla hra s kybernetickou Zelvou. Tato

umeéla interpretovat nékolik zékladnich ptikazi.
Zelva - stroj, ktery bude umét:

- pohybovat se dopiedu;

- otoCit se o thel - doprava - doleva;

- ulozit stav do zasobniku;

- vyzvednout stav ze zasobniku.
Stavem zelvy budeme tedy rozumét - jeji polohu (bod na obrazovce) a - smér otocent ...
Pi'episovaci mechanismus
Neterminalnim symbolem - proménnou - coz bude znak z néjaké abecedy N, na néz lze
aplikovat pravidlo.
Terminalnim symbolem bude znak z abecedy T, na ktery neni mozno aplikovat pravidlo. Jde
tedy o koncovy - nepiepsatelny - znak operace prepsani.
Startovni symbol je neterminalni symbol, od kterého za¢ina prepisovani.
Pravidlo - zobrazeni

S = aq,

kde S je z mnoziny (T) a a je posloupnost terminéalnich a neterminalnich symbolt.
Pi‘epsanim budeme rozumét aplikaci pravidla tak dlouho, dokud je to mozné. To je pokud
fetézec obsahuje neterminalni symboly.
L-systémem tedy rozumime mechanismus, ktery aplikuje pravidla.
Priklad 1. mnozina terminalnich symbolt: T = {a,b,c}

mnozina netermindlnich symboli: N = {A,B}

startovaci symbol: A € N

mnozina pravidel:
1. A = aAb,
2. A =B,
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3. B =cB,
4. B =c
umozni generovat fetézce:  aaacbbb (11124)
acccceb(123334) a pod.
Tyto fetézce jsou vygenerovany piepisovanim startovniho symbolu dle pravidel uvedenych v
zavorce.
Realizace L-systému.

M¢jme mnozinu T = {+, -, f, (,) } ainterpretaci jednotlivych znakti danou tabulkou

symbol instrukce
f pohyb dopiedu
+ otoceni doprava o D

-- otoceni doleva o D

( uloZeni stavu do zasobniku

) vybrani stavu ze zasobniku.
Priklad 2.

mnozina terminalnich symbolu: T={F}
mnozina neterminalnich symbolti: N = {f,+,-}
mnoZina pravidel:
1. F= F+F--F+F
2. F=f,
pro uhel oto€eni p/3 a startovaci fetézec generuji tato pravidla snéhovou vlocku.

Piiklad 3. (se zadvorkami)
Pohyb podle fetézce f (+ ) (-f)f bude:
1. O krok doptedu
. Ulozeni stavu na zasobnik a oto¢eni doprava
. Pohyb doptedu

. Vyzvednuti stavu - navrat do bodu 2.

. Pohyb o krok vpted

2
3
4
5. UlozZeni stavu na zésobnik a otoc¢eni doleva
6
7. Vyzvednuti stavu - ndvrat do bodu 5.

8

. Krok dopiedu - rovné.
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Obr. 10.9

Konkrétni aplikace fetézce F = F (+F) (--F)F (stromek) je v ukdzkovém programu
L SYSTEM.PAS.

10.5. Systém iterovanych funkci IFS - systém
Metoda byla publikovdna v roce 1985 (Demko) a v roce 1987 (Barnsley). Nejdiive

byla tato metoda pouzivana pro generovani textur. Nicméné pozdéji se stala zdkladem pro
metody komprese dat. Zakladem metody je interaktivnim procesem kresba bodi na
obrazovce. Interakce spoc¢iva ve vypoctu polohy ,,nového* bodu na zaklad¢ transformace bodu
ptedchézejiciho dle transformacniho ptedpisu.

Matematicky zapis mizeme formalizovat:

Je dana afinni transformace WV R2, w: R = R, ktera je popsana maticovym zapisem:
Je pop ym zap

w(X) =AX +B
¢ili b
X2 aZl a22 X2 _b
T i posun
rotace, zkoseni, méritko

Pii Eukleidovské metrice  p(X) = 4/X> +X2 , X = (X1, X2 ), potom kazdé afinni transformaci
W muzeme pfifadit jediné realné ¢islo s nasledovné:
pW(X) -w(Y)) <s.p(X-Y),
kde s je nejmensi mozné realné Cislo, které spliuje vySe uvedenou podminku. Velikost
koeficientu s je dulezita pro typ transformace.
Pro s<1 jew kontrakci
s=1 jew symetrii

s>1 jew extrakci.
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Druhd skupina algoritmi generovani fraktalnich objekti vychazi z modelt
dynamickych systémd, t.j. systému, jejichz stav se zméni v Case. Mohou to byt modely
ruznych biologickych, chemickych nebo fyzikalnich déjt (geneticky model populaci, pribéh
koncentrace latek, pohyb planet a pod.). Pribéh mnohych algoritm mtze mit také dynamicky
charakter. Bud’ se ustali po ur€itém Case na n¢jakém "konecném" stavu - hodnoté. Nebo je
nestabilni a jeho hodnoty diverguji nade vSechny meze. Z hlediska fraktalni geometrie jsou
zajimavé takové systémy, kdy se stavové veliCiny méni chaoticky a 1 malda zména pocatecnich
podminek vede k zcela rozdilnym hodnotam.

Budeme-li se zabyvat pouze diskrétnimi dynamickymi systémy, potom tento diskrétni
systém je ur¢en mnozinou stavi X a zobrazenim f : f(X) — X, X & X. Zobrazeni f pfedstavuje
ptechod ze stavu x do stavu f(x) v nasledujicim ¢asovém okamziku. Nas bude zajimat chovani
systému v zavislosti na poc¢ateCnim stavu X o. Budeme se tedy zajimat, jaké jsou posloupnosti
stavil

Xo,X1= f(Xo ), X2 =f(X1) = f(f(xo)) vzavislostina Xg.

V teorii dynamickych systému se zavadi pojem atraktor. Je to mnozina stavu, k niz
systém za urcitych okolnich stavli vzdy konverguje. Pojem podivny atraktor se zavadi tehdy,
jestlize jsou siln¢ zavislé na pocatecnim stavu. (Ptiklad kulicky, ktera se vzdy dokutali do
dulku, jestlize jeji pocatecni stav je takovy, Ze se "nedokutali" jinam.) Tyto podivné atraktory
se vyznacuji chaotickou dynamikou a jsou fraktalni. To znamend, Ze mnozina stavl atraktoru
s okolim pfitazlivosti zobrazena jako mnozina bodl vytvari zajimavé fraktalni utvary.
Nejednodussim a z hlediska fraktalni geometrie zajimavym dynamickym systémem je
nelineédrni systém s parabolickou funkci

f(x) =4.x.(1-x), kde 0<x <4,
Timto dynamickym systémem muiZeme na ptiklad modelovat riist populace urcitého
zivocisného druhu. Chovani systému pro X € <0, 1> zavisi na hodnoté¢ A takto:
1.2 <1 - drahy vsech bodu konverguji k nule. Obrazek 10.9a.
2.1 < A < 3 - drahy vSech bodl konverguji k pevnému bodu zobrazeni, pro ktery plati
f,(x) = x. Obrazek 10.9b.
3.4 >3 - draha se ustali podle velikosti 1 v cyklu délky 2,4,16 ...Obrazek 10.9c.
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Draha bodu dynamického systému se zobrazenim

fra(x)=A.x(1-x) pro A =0.8,2.8a3.2.

A f(ﬂ:“) A f(x) f(x):u%n . f(x)
atraktor
pevny bod atraktor
cyklus
0.8x(1—x) 2.8x(1-X)
N w x
0 Lo 1 * Xy . Lo
a) b) c)
Obr. 10.9

Oznacime-li A , hodnotu, pro kterou bude mit cyklus délku 2 " . Lze dokazat, Ze
posloupnost A ,, je konvergentni.

Ozna¢me A ., =lim A ,. Je to hodnota parametru A , pfi kterém v draze bodu vznika
atraktor nekonecny cyklus. Az do této hodnoty se choval dynamicky proces deterministicky
vzhledem k pocateéni hodnoté¢ X ¢ . To znamena, ze bylo mozné z piiblizné znalosti
pocatecniho stavu s jistotou predvidat jeji dlouhodoby Casovy vyvoj. Teprve pro hodnoty
A > A, sevsystému objevi podivny atraktor. Jsou zde oblasti chaosu, kde je stav zavisly na

pocatecni hodnoté X o a tyto oblasti se stfidaji s pravidelnymi cykly.

10.6. Juliova mnozina

Zvlaste zajimavé fraktdlni mnoZiny lze vygenerovat, jestlize pfejdeme do oboru
komplexnich hodnot a zvolime zobrazeni

f @)= z%+k, z k eC,

kde k je komplexni konstanta a C je Riemanova rovina komplexnich ¢isel je atraktorem
bod co. Oblast pfitazlivosti tohoto atraktoru ma vzdy hranici (existuji body, jejichz drahy
nekonverguji k o). Hranice pfitazlivosti bodu o se nazyva Juliova mnoZina.
Na obrazku 10.8 tvofi Juliovy mnoZiny rozhrani mezi bilou (fialovou) a ¢ernou plochou. Bila
( fialova ) plocha je oblast pritazlivosti bodu c. Pouze pro C = 0 a C = -2 jsou Juliovy
mnoziny jednoduché. Pro vSechny ostatni hodnoty C jsou Juliovy mnoZiny krasné fraktalni

mnoziny.
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a) b) c)
Obr. 10.8

Gaston Julia a Pierre Fatau publikovali v roce 1918 algoritmus pro konkrétni hodnoty
k a rizné pocateéni podminky (z). Pro interval < -2 -2i > * < 2 + 2i > se pro kazdy bod
zkouma chovani interaktivniho dynamického procesu.
Systém se prohlasi
- za stabilni, .. z ; Se nedostane ze vzdalenosti kruhu o poloméru 2 pro pevny pocet iteraci;
- za nestabilni, pokud je po ur€itém poctu kroku | z; | > 2.
V prvnim pfipadé se takovému bodu pfifadi barva. Ve druhém se takovému bodu pritadi
takova barva, za jak dlouho opusti kruh o poloméru 2. To je podle toho, jak rychle se vzdali

od pocatecnich podminek.

program JULIA,
var z, k : Komplex;
Krok : real; {pocet iteraci cyklu v intervalu }
Dalsi : real; {krok k dal$imu bodu na obrazovce }
begin
k. Re := Pocatecni_stav . Re; {inicializace poc¢ate¢nich }
k.In := Pocatecni_stav . Im; {podminek }
z.Re:= -2; {malujeme vintervalu<-2-2i>*<2+2i>}

while z. Re<>2do
begin
Zz.Im = -2;
whilez. Im <>2do
begin
Krok :=0; {testuj pocet kroku }
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repeat z = iterace (z,k);
until (Krok >=Max) or (modul (z) >=2)
namalu_bod (z.Re, z.Im, Krok div Max_barva);
z.Im := z.Im + Dalsi

end; {while pro z.Im }

z.Re := z.Re + Dalsi

end {while pro z.Re }
end; {JULIA}

10.7. Mandelbrotova mnoZina

Mandelbrotovu mnozinu lze dostat jednoduchou modifikaci ptedchazejiciho algoritmu Julia.
V roce 1980 B. Mandelbrot hledal takovy parametr k, aby z = 0.

program Mandelbrot;

var z, k : Komplex;

Krok : real; {pocet iteraci cyklu v intervalu }
Dalsi : real; {krok k dalsimu bodu na obrazovce }
begin
k.Re = -2; {malujeme v intervalu <-2-2i>*<2+2i>}

whilek . Re <> 2do
begin
k.Im:=-2;
while k.Im <> 2 do
begin
z.RE = 0;
z.Ilm:=0;
Krok :=0;
repeat
z := iterace (z,k); {z:=z2*z+k}
until (Krok >=Max) or (modul (z) >=2)
namaluj_bod (z.Re, z.Im, Krok div Max_barva);
k.Im := k.Im + Dalsi

end; {while pro k.Im }
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k.Re := k.Re + Dalsi
end {while pro k.Re }
end. {Mandelbrot }

Obr. 10.9

Na obrazku Obr. 10.9 je zobrazeno FeSeni pro interval: < -2 - 21 >* <2 + 2i >,

M ooy

1. Vysvétlete pojmem fraktalni geometrie?

2. Cim se li§i fraktalni geometrie pii generovani pravidelnych ttvarti od generovani
fraktalnich ttvart, které se ptiblizuji ptirodé?

3. Napiste - vysvétlete proceduru - program - pro kresbu pravidelného fraktalu.
Na pft. sn¢hové vlocky.

4. Napiste - vysvétlete proceduru - program - pro kresbu nepravidelného fraktalu.

Na pt. Browniw pohyb.
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