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PrŢvodce studiem ï pokyny ke studiu pŚedmŊtu: 

Zpracov§n² biologickĨch sign§lŢ 
 

 

Pro pŚedmŊt Zpracov§n² biologickĨch sign§lŢ 9. (10.) semestru oborŢ MŊŚic² a Ś²dic² technika, ř²dic² a 

informaļn² syst®my jste obdrģeli studijn² bal²k obsahuj²c² 

¶ integrovan® skriptum pro distanļn² studium obsahuj²c² i pokyny ke studiu 

¶ CD-ROM s doplŔkovĨmi animacemi vybranĨch ļ§st² kapitol 

¶ harmonogram prŢbŊhu semestru a rozvrh prezenļn² ļ§sti 

Prerekvizity  

Pro studium tohoto pŚedmŊtu se pŚedpokl§d§ absolvov§n² pŚedmŊtu Sign§ly a soustavy 

C²lem pŚedmŊtu 

je sezn§men² se z§kladn²mi pojmy z oboru zpracov§n² biomedic²nskĨch dat. Po prostudov§n² modulu 

by mŊl student bĨt schopen prov®st analĨzu sign§lŢ v ļasov® a frekvenļn² oblasti. 

Pro koho je pŚedmŊt urļen 

Modul je zaŚazen do magistersk®ho studia oborŢ MŊŚic² a Ś²dic² technika, ř²dic² a informaļn² syst®my 

studijn²ho programu M2612 Elektrotechnika a informatika, ale mŢģe jej studovat i z§jemce 

z kter®hokoliv jin®ho oboru, pokud splŔuje poģadovan® prerekvizity. 

Skriptum se dŊl² na ļ§sti, kapitoly, kter® odpov²daj² logick®mu dŊlen² studovan® l§tky, ale nejsou 

stejnŊ obs§hl®. PŚedpokl§dan§ doba ke studiu kapitoly se mŢģe vĨraznŊ liġit, proto jsou velk® kapitoly 

dŊleny d§le na ļ²slovan® podkapitoly a tŊm odpov²d§ n²ģe popsan§ struktura. 

 

PŚi studiu kaģd® kapitoly doporuļujeme n§sleduj²c² postup: 

 

 
Ļas ke studiu: xx hodin 

Na ¼vod kapitoly je uveden ļas potŚebnĨ k prostudov§n² l§tky. Ļas je orientaļn² a mŢģe v§m slouģit 

jako hrub® vod²tko pro rozvrģen² studia cel®ho pŚedmŊtu ļi kapitoly. NŊkomu se ļas mŢģe zd§t pŚ²liġ 

dlouhĨ, nŊkomu naopak. Jsou studenti, kteŚ² se s touto problematikou jeġtŊ nikdy nesetkali a naopak 

takov², kteŚ² jiģ v tomto oboru maj² bohat® zkuġenosti. 

 

 
 
C²l:   Po prostudov§n² tohoto odstavce budete umŊt 

 ¶ popsat ... 

¶ definovat ... 

¶ vyŚeġit ... 

Ihned potom jsou uvedeny c²le, kterĨch m§te dos§hnout po prostudov§n² t®to kapitoly ï konkr®tn² 

dovednosti, znalosti.  

 

 

 

 



 

 
VĨklad 

N§sleduje vlastn² vĨklad studovan® l§tky, zaveden² novĨch pojmŢ, jejich vysvŊtlen², vġe doprov§zeno 

obr§zky, tabulkami, ŚeġenĨmi pŚ²klady, odkazy na animace. 

 

 
Pojmy k zapamatov§n² 

Hlavn² pojmy, kter® si v kapitole m§te kapitoly osvojit. Pokud nŊkter®mu z nich po prostudov§n² 

nebudete jeġtŊ nerozumŊt, vraŠte se k nim jeġtŊ jednou. 

 

 
Ot§zky 

Pro ovŊŚen², ģe jste dobŚe a ¼plnŊ l§tku kapitoly zvl§dli, m§te k dispozici nŊkolik teoretickĨch ot§zek. 

 

 
Đlohy k Śeġen² 

Protoģe vŊtġina teoretickĨch pojmŢ tohoto pŚedmŊtu m§ bezprostŚedn² vĨznam a vyuģit² v datab§zov® 

praxi, jsou V§m nakonec pŚedkl§d§ny i praktick® ¼lohy k Śeġen². V nich je hlavn² vĨznam pŚedmŊtu a 

schopnost aplikovat ļerstvŊ nabyt® znalosti pŚi Śeġen² re§lnĨch situac² hlavn²m c²lem pŚedmŊtu. 

 

 

Kl²ļ k Śeġen² 

VĨsledky zadanĨch pŚ²kladŢ i teoretickĨch ot§zek vĨġe jsou uvedeny v z§vŊru uļebnice v Kl²ļi k 

Śeġen². Pouģ²vejte je aģ po vlastn²m vyŚeġen² ¼loh, jen tak si samokontrolou ovŊŚ²te, ģe jste obsah 

kapitoly skuteļnŊ ¼plnŊ zvl§dli. 

 

ĐspŊġn® a pŚ²jemn® studium s touto uļebnic² V§m pŚej² autoŚi vĨukov®ho materi§lu 

 

Jitka.mohylova@vsb.cz 
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vĨkonovou hustotu, korelaļn² a koherenļn² analĨzu. Bude schopen prov®st adaptivn² segmentaci, 

automatickou klasifikaci a shlukovou analĨzu. Dosaģen® vĨsledky zobraz² metodou CSA a brain 

mappingem. PŚi analĨze re§lnĨch dat (EEG a EKG) bude vyuģ²vat prostŚed² MATLAB. 
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algoritmy zpracov§n² sign§lŢ pŚehlednŊ Charakteristika biosign§lŢ, EEG, EMG, ECG, EOG. 
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¶ Đdaje o pacientovi, identifikaļn² soubory. SbŊr a pŚedzpracov§n² biologickĨch dat, 

diskretizace - z§kladn² ŚetŊzec pŚevodu do poļ²taļe. A/D pŚevodn²ky, probl®my vzorkov§n² a 

kvantizace sign§lu. Aliasing. Filtrace. Trendy. Data zpracov§v§na soubŊģnŊ se sign§ly.  

¶ Spektr§ln² analĨza I. - Z§kladn² metody. Periodogram, AR model. Parametrick® a 

neparametrick® metody. Praktick® probl®my odhadu spektra. KŚ²ģov® spektrum, koherence a 
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¶ Spektr§ln² analĨza II. - FFT. Aplikace. Metoda zhuġtŊnĨch spektr§ln²ch kulis (CSA). Pouģit². 
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¶ Topografick® mapov§n² elektrofyziologick® aktivity. Princip brain mappingu. Amplitudov® a 

frekvenļn² mapov§n². Interpolace. Pouģit² v klinick® diagnostice. Dynamick® mapov§n².  

¶ Adaptivn² segmentace Motivace. Nestacionarita biosign§lŢ. Z§kladn² metody. Multikan§lov§ 
on-line adaptivn² segmentace. Extrakce pŚ²znakŢ.  

¶ Metody automatick® klasifikace I. - Uļen² bez uļitele. Metriky. Normalizace dat. Shlukov§ 

analĨza. K-means algoritmus. Fuzzy mnoģiny. Optim§ln² poļet tŚ²d. Limity a omezen² 

shlukov® analĨzy.  

¶ Neuronov® s²tŊ a zpracov§n² sign§lŢ. Metoda hlavn²ch komponent a neuronov® s²tŊ. 

Hebbovsk® uļen². Multikan§lov® sign§ly - komprese a rekonstrukce. Samoorganizuj²c² se 

metoda hlavn²ch komponent (Doc. Ing. Vladim²r Krajļa, Csc).  

¶ Automatick§ klasifikace II. - Uļ²c² se klasifik§tory. Srovn§n² vlastnost² supervizovan®ho a 

nesupervizovan®ho uļen². On-line klasifikace. k-NN klasifik§tor klasickĨ a fuzzy. Porovn§n² s 

neuronovĨmi s²tŊmi.  

¶ Automatick§ detekce epileptickĨch grafoelementŢ II. AutomatickĨ detektor hrotŢ na z§kladŊ 
medi§nov® filtrace. AritmetickĨ detektor. KombinovanĨ detektor.Metoda hlavn²ch komponent 

a klasick® filtrace pro detekci.  

¶ ElektrokardiografickĨ sign§l, digit§ln² zpracov§n², vlastnosti. Krit®ria digitalizace EKG, 
frekvenļn² analĨza, filtrace, adaptivn² filtrace. Redukce dat, holterovsk® techniky pacientsk® 

identifikace.  

¶ Respirometrie, popis parametrŢ sign§lu, z§kladn² algoritmy a vĨstupn² data. Poģadavky na 
digit§ln² zpracov§n² a grafickou prezentaci.  

¶ Obrazov® sign§ly. PrŢmŊty a sekvence v²cedimenzion§ln²ch sign§lŢ. Konkr®tn² programov® 
prostŚedky zpracov§n² obrazŢ. Prezentace v diskr®tn² formŊ.  

 

Poļ²taļov® laboratoŚe:  

¶ Đvod do zpracov§n² biosign§lŢ. Praktick® uk§zky EEG, EMG, ECG aktivity, epileptick® 
paroxysmy, sp§nkov® grafoelementy. Artefakty.  



 

¶ Statistick® charakteristiky biosign§lŢ. Praktick§ realizace algoritmŢ ļ²slicov®ho zpracov§v§n² 

biosign§lŢ. Programov® vybaven². UģivatelskĨ interface. Form§ty dat. Semestr§ln² pr§ce I. 

Naļten² a zobrazen² re§ln®ho biosign§lu Term²n: 1 tĨden  

¶ SbŊr a pŚedzpracov§n² biologickĨch dat. Sn²m§n² dat v klasickĨch a bezpap²rovĨch pŚ²stroj²ch. 
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artefaktŢ. VĨpoļet frekvenļn²ch amplitudovĨch a f§zovĨch spekter, vĨkonov® spektrum 
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¶ (Exkurse v poļ²taļov® EEG laboratoŚi Neurologick®ho oddŊlen² FN Bulovka. Konzultace 
vĨsledkŢ semestr§ln²ch prac².) 
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1. ZĆKLADNĉ POJMY 

1.1. Definice sign§lu 

 

 
Ļas ke studiu: 1 hodina 

 

 
 
C²l    Po prostudov§n² tohoto odstavce budete umŊt 

 ¶ definovat sign§l 

¶ popsat jednotliv® druhy sign§lu 

¶ vyŚeġit pŚevod analogov®ho sign§lu na ļ²slicovĨ a naopak 

 

 
Pojmy k zapamatov§n² 1 

   Sign§l, biosign§l, druhy sign§lŢ, biologickĨ artefakt, technickĨ artefakt. 

 

 
VĨklad  

 

Co je to sign§l? 

ü prostŚedek pŚenosu informace (Cohen) 

ü jak§koliv fyzik§ln² kvantita mŊn²c² se v ļase, prostoru, nebo s nŊjakou dalġ² veliļinou 
(Proakis, Manolakis) 

ü matematicky je pops§n jako funkce jedn® nebo v²ce promŊnnĨch 

 s(t) =10Āsinɤt 

Co je to biologickĨ sign§l? 

ü je to sign§l ï plat² pro nŊj metodika zpracov§n² sign§lu, kter§ je pokryta Śadou uļebnic 

ü je to speci§ln² sign§l, kterĨ je ï a) vyvol§n existenc² ģiv®ho organismu 

       b) sn²m§n ze ģiv®ho organismu 

Co je to zpracov§n² sign§lu? 

ü extrakce poģadovan® informace, jeģ mŢģe bĨt skryta v sign§lu  

ü vŊtġina re§lnĨch sign§lŢ je analogovĨch 

ü poļ²taļ (z§kladn² jednotka zpracov§n² sign§lŢ) ï zpracov§v§ ļ²slicovĨ sign§l 

 

Klasifikace sign§lŢ: 

 DeterministickĨ sign§l ï lze popsat explicitn²mi matematickĨmi vztahy 

N§hodn® sign§ly ï vzorek (realizace) n§hodn®ho (stochastick®ho) procesu se liġ² jeden od 

druh®ho, maj² ale stejn® statistick® vlastnosti 
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ï pops§ny pouze pravdŊpodobnost² vĨskytu (funkce hustoty 

pravdŊpodobnosti) a statistickĨmi momenty 

Periodick® sign§ly ï x(t) = x(t + kT), T je perioda  snadno jsou pops§ny ve frekvenļn² oblasti 

(fundamen-t§ln² frekvence +  harmonick®) 

Kvaziperiodick® ï nejsou periodick®, ale maj² diskr®tn² popis ve frekvenļn² oblasti (rŢzn® 

frekvence nejsou harmonick®) 

Stacion§rn² proces ï statistick® vlastnosti nejsou funkc² ļasu lze urļit odhad stŚedn² hodnoty 

zprŢmŊrnŊn²m realizac² x(t) v ļase t 

Ergodick® procesy    ï    statistick® zprŢmŊrŔov§n² pŚes realizace se rovn§ prŢ-mŊru v ļase pro 

urļitĨ ļasovĨ ¼sek (napŚ. u sign§lu EEG - m§me jen jednu ļasovou realizaci, nemŢģeme mŊŚit 

v²ckr§t) 

 Multikan§lovĨ sign§l ï generov§n z nŊkolika zdrojŢ (EEG ï s²Š elektrod) 

 

PŢvod bioelektrickĨch sign§lŢ  

jsou vyvol§ny buŅ samotnĨmi ģivotn²mi projevy organismu, nebo pŢsoben²m na organismus z 

vnŊjġku 

ü nervov§ buŔka (EEG) 

ü svalov§ buŔka (EMG, EKG), spolupracuj²c² ve vŊtġ²ch skupin§ch 

 

RozdŊlen² biosign§lŢ 

rozdŊlen² je odvozeno od mŊŚenĨch veliļin, nikoli od postupŢ mŊŚen² 

ü bioelektrick® 

ü biomagnetick®  

ü bioimpedanļn²  

ü bioakustick® 

ü biomechanick® 

ü biochemick® 

 

1.2. Charakteristiky nŊkterĨch biomedic²nskĨch sign§lŢ 

Elektrick® sign§ly: 

 EKG, VKG ï Elektrokardiogram, vektorkardiogram  ï z§znam spojenĨ s mechanickou a 

elektrickou aktivitou srdce. 

ï povrchov® elektrody 

ï amplitudov§ ¼roveŔ dosahuje 50 ÕV - 5 mV 

ï frekvenļn² rozsah je 0,01 - 150 Hz. 

 Fet§ln² EKG, VKG 

ï povrchov® elektrody 

ï amplitudov§ ¼roveŔ dosahuje 10 ï 300 ÕV 
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ï frekvenļn² rozsah je 0,01 - 150 Hz. 

 EMG ï Elektromyogram ï z§znam el. potenci§lu svalu  

ï povrchov® elektrody 

ï jehlov® elektrody (MUAP ï motor unit action potential) 

  SFEMG ï single fiber elektromyografy ï ze svalov®ho vl§kna ï neurosva- 

       lov® poruchy (myastenia gravis) 

 

  MUAP ï sign§ly z komplexu ï nervov§ buŔka Ÿ nervov® vl§kno Ÿ neuro- 

    svalov® spojen² Ÿ svalov® vl§kno. Diagnostika myopati², l®z² 

ï amplitudov§ ¼roveŔ dosahuje 0,1 - 5 mV 

ï frekvenļn² rozsah je 0 - 10000 Hz. 

 PNG ï Pneumogram ï dĨch§n² 

 EOG - Elektrookulogram ï z§znam el. potenci§lu s²tnice. Uģ²v§ se pro mŊŚen² pohybu oļ², 

pŚi vĨzkumu sp§nku.  

ï mŊŚ² se p§rem povrchovĨch elektrod um²stŊnĨch kolem oļ².  

ï amplitudov§ ¼roveŔ dosahuje 10 ɛV - 5 mV. 

ï frekvenļn² rozsah je 0,05- 100 Hz 

 EGG ï Elektrogastrogram 

ï povrchov® elektrody 

ï amplitudov§ ¼roveŔ dosahuje 10 ï 1000 ÕV 

ï frekvenļn² rozsah je 0,01 ï 1 Hz. 

Tyto sign§ly slouģ² jako doplnŊk pro nahr§v§n² EEG pŚi takzvan® polygrafii 

 EEG ï Elektroencefalogram - z§znam elektrick® aktivity mozku. Hlavn² n§stroj pro 

diagn·zu epilepsie, zranŊn² hlavy, poruchy sp§nku, psychick® poruchy, neurologick® 

poruchyé 

ï povrchov® nebo vpichov® elektrody 

ï amplitudov§ ¼roveŔ dosahuje 2 ï 300 ÕV 

ï frekvenļn² rozsah je 0,1 ï 80 Hz. 

 

Magnetick® sign§ly: 

 MKG ï Magnetokardiogram  

ï amplituda magnetick® indukce dosahuje 50 ï 70 pT 

ï frekvenļn² rozsah je 0,05 ï 100 Hz. 

 Fet§ln² magnetokardiogram 

ï amplituda magnetick® indukce dosahuje 1 pT 

ï frekvenļn² rozsah je 0,05 ï 100 Hz. 

 Magnetomyogram  

ï amplituda magnetick® indukce 10 ï 90 pT 
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ï frekvenļn² rozsah je 0 ï 20 kHz. 

 Magnetoencefalogram ï alfa rytmus, 2 cm nad skalpem 

ï amplituda magnetick® indukce 1 ï 2 pT 

ï frekvenļn² rozsah je 0,5 ï 1 Hz. 

ï amplituda magnetick® indukce dosahuje 50 ï 70 pT 

ï frekvenļn² rozsah je 0,05 ï 100 Hz. 

 EvokovanĨ magnetoencefalogram 

ï amplituda magnetick® indukce 0,1 ï 2 pT 

 Magnetookulogram 

ï amplituda magnetick® indukce 10 pT 

ï frekvenļn² rozsah je 0,1 ï 100 Hz. 

 

 

 

Obr. 1: PŚ²klad EEG vln 

 

Artefakty  ï  jevy, kter® nemaj² fyziologickĨ pŢvod ve vyġetŚovan®m org§nu. Jsou zpŢsobeny 

fyziologickĨmi a vnŊjġ²mi vlivy. Nutnost odstranit je ze z§znamu. DŊl²me je do dvou z§kladn²ch 

skupin: 

ü Technick® (fyzik§ln²) artefakty: 

ï elektrostatick® potenci§ly ï n²zk§ jakost elektrod, ġpatnĨ kontakt elektroda ï kŢģe, 

pohyb pŚedmŊtŢ z elektrostatickĨch materi§lŢ (silonov® pr§dlo, hŚeben, é) 
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ï s²ŠovĨ brum ï napŊt² s²Šov®ho kmitoļtu a jeho harmonick® (odstran²me filtrem) 

ï impulsn² ruġen² ï zpŢsobuje bl²zkost motorkŢ (napŚ. hol²c² strojek), zap²n§n² pŚ²strojŢ 

nap§jenĨch ze stejn® energetick® s²tŊ, pŚep²n§n² svodŢ 

ï nedostateļn® st²nŊn² magnetickĨch pol² ï projevuje se zejm®na v biomagnetismu 

ï ġum elektronickĨch obvodŢ ï dominantn² je vliv vstupn²ch obvodŢ biozesilovaļŢ. PŚi 

digitalizaci se tak® uplatn² kvantizaļn² ġum 

 

ü Biologick® artefakty ï jsou to pohybov® artefakty 

ï EOG ï mrk§n² 

ï EKG  ï mohou faleġnŊ naznaļovat hrot u EEG (proto se nahr§v§ i EKG) 

 

 
  Obr. 2: Artefakty 1- oļn² artefakt (mrk§n²), 2 - svalovĨ artefakt 

 

 
řeġenĨ pŚ²klad 1.1 

Zobrazte sign§ly: 

s(n) = {1,2,0,3,1,2}: 

JednotkovĨ impuls - 
í
ì
ë

¸

=
=

00

01

n

n
n

    

     
)(d  

HarmonickĨ sign§l 1) tx wcos=  

2) souļet sinusovĨch sign§lŢ 

n
Anx aÖ=)(  
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R řeġen² : 

 

a) s = [1 2 0 3 1 2]; 

 pŚ²kazy: plot,stem, bar(s)  popis: title('SloupcovĨ graf'); 

   figure(1);    xlabel('n'); 

   subplot(3,1,1);   ylabel('amplituda'); 

   grid, echo off; 

 

b) JednotkovĨ impuls: N = 20; 

delta = [1 zeros(1,N-1)]; 

plot(delta); 

c) HarmonickĨ sign§l 

1) n = 0:0.01:N-1;         2) t=linspace(0, 100,500);    % gener. line§rn² funkce 

    f = 25;     s=sin(2*pi*13/500*t);    % 13Hz sinusovka 

    fvz = 200;     r=sin(2*pi*26/500*t);    % 26Hz sinusovka 

    x = cos(2*pi*f*n/fvz);   figure (1); clg, clf; 

    plot(x);     subplot(2,1,1),plot(s), hold on, plot(r,'g'); 

  line([0 500], [0 0]);hold off;   % vykresl² sin. do 1 obr. 

  subplot(2,1,2),plot(s), hold on, plot(r,'g'); 

  axis([384.8 384.9 -0.001 0.001]); 

  line([0 500], [0 0]);hold off;  

  % t=r+s; 

  % subplot(2,1,1); 

      % plot(t);hold on; 

d)  umocŔov§n² se prov§d² prvek po prvku, A, x jsou komplexn² ļ²sla 

N = 20; 

n = 0 : N-1; 

A = 1; 

alfa = 0.5; 

x = A*(alfa.^n); 

stem(x); 

 

 
řeġenĨ pŚ²klad 1.2 

 

 Uk§zka dalġ²ch pŚ²kazŢ: 

 

[b,a]=cheby1(7,1, 120/250); 

rf=filter(b,a,r); 

sf=filter(b,a,s); 

figure(1) 

subplot(2,1,1),plot(sf), hold on, plot(rf,'g'),  

line([0 500], [0 0]), hold off; 

subplot(2,1,2), plot(sf), hold on, plot(rf,'g'), line([0 500], [0 0]), axis([388.5 388.6 -0.001 

0.001]); hold off; 

% = pŚ²kazy nejsou realizov§ny 
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% tf=rf+sf; 

% subplot(2,1,2); 

% plot(tf);hold off; 

% zoom on, pause, zoom off,hold off     %pro potŚeby zvetġen² z§jmov® oblasti 

pause; 

figure(2) 

for j = 1:10, [b,a]=butter(6, [j/10 - 0.05 j/10 + 0.05], 'stop'); 

zplane (b,a);zoom on; 

pause;end; 

pause 

zoom off 

b) Procviļte: 

x = (0:0.01:2*pi);  b = ones(1,10); 

y1 = sin(x);   b = [b 5 3]; 

y2 = cos(x);   b =(2:5); 

plot(x,y1,x,y2);   c = [b,9:11]; 

a = b'; 

figure(1); fplot('sin',[0 4*pi]) 

figure(2); fplot('sin(x)',[0 4*pi],'-+') 

figure(3); fplot('[sin(x),cos(x)]',[0 4*pi],'-x') 

figure(4); fplot('abs(exp(-j*x*(0:9))* ones(10,1))',[0 2*pi],'-o') 

figure(5); fplot('tan',[-2*pi 2*pi -2*pi 2*pi],' -*')  

figure(6); fplot('[tan(x),sin(x),cos(x)]',[-2*pi 2*pi -2*pi 2*pi])  

figure(7); fplot('sin(1 ./ x)', [0.01 0.1],1e-3) 

 

 
řeġenĨ pŚ²klad 1.3 

Ze sign§lu 
( )pp 5040 ,n,jex(n) -=  vytvoŚte novĨ sign§l () () ( )1--= nxnxny  

()ny  vyj§dŚete ve tvaru () ( )jw +Ö= njeAny  

Urļete numerick® hodnoty jw,,A  

 

R řeġen² : 

 

a) () () ( ) ( ) ( )( )=-=--= --- pppp 5014050401 ,n,j,n,j eenxnxny  

( )p
p

pppppp 402405040405040 1 ,j
j

n,j,j,jn,j,jn,j eeeeeeee -
-

--- -Ö=ÖÖ-Ö=  

( ) ( )[ ] pp pp 3040 176,1951,0691,040sin40cos11 ,j,j ej,j,e Ö=+=-+--=--  

b) () ( )ppppp
p

p 2,040204030240 176,1176,1176,1 --
-

Ö=ÖÖ=ÖÖÖ= n,j,jn,j,j
j

n,j eeeeeeny  

c) pjpw 2,0,4,0,176,1 -===A  
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Text k prostudov§n² 

[1] Mohylov§, J, Krajļa,V.: Zpracov§n² sign§lu v l®kaŚstv². Elektronick® skriptum 

Ģilina, Slovensko, ISBN 80-8070-341-8, 2005 

 

 Dalġ² zdroje, pouģit§ literatura 

 
[1] Svatoġ, J.: Biologick® sign§ly I. Geneze, zpracov§n² a analĨza. Skriptum ĻVUT 

FEL,1995, (ISBN 80-01-00884-3) 

 

[2] MATLABÈ, The Language of Technical Computing, Version 6, The Math Works, Inc., 

2000 Reference 

 

 
Ot§zky 1 

1. Co znamen§:   

a) periodickĨ sign§l 

b) ergodickĨ proces 

c) stacion§rn² proces 

2. Co nazĨv§me EEG, EKG, VKG, EOG, MKG, EGG 

 

 
Đlohy k Śeġen² 1 

1. Seznamte se s pŚ²kazy v MATLABu:  

a) fid = fopen(é), [A,count] = fread(é), subplot(é), plot(é),  

b) funkcemi: lookfor  square 

help  square 

2. Zobrazte: 

a) JednotkovĨ skok 
í
ì
ë

¸

=
=

0    0

0     1
)(

n

n
nu  

b) Obd®ln²kovĨ sign§l 

 

c)   )          )(        )( njsinn(cosreraeraanx nnjnnjn Q+Q=Ö=ÝÖ== QQ
 

3. Je zad§no: ( ) ( )433 pppp -Ö++Ö= tt 200cos2200cos2x(t)  

a) Urļete f§zor reprezentuj²c² oba sinusov® sign§ly a nakreslete je v komp-lexn² rovinŊ 

b) Pouģijte f§zory z²skan® v bodŊ a) k vyj§dŚen² tvaru 

( )űtɤcosA)tx( +Ö=  

c) NaleznŊte komplexn² sign§l z(t), pro kterĨ plat², ģe () (){ }tzRetx =  
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Kl²ļ k Śeġen² 

2) a) 

     1)   u=ones(1,N);   2) x=zeros(1,32); 

plot(u);       x1=ones(1,6); 

         x=[x1 x(7:25) x1(1:5)]; 

         plot(x) 

 b)  

t = 0:.002:2.5; 

y = square(2*pi*3*t); 

plot(t,y); 

y = (1:10) 

 

c)  

theta = 0.5236; 

r = 0.5; 

N = 20; 

n = 0:N-1; 

x = (r.^n).*exp(j*theta*n);     % .* nestejnĨ poļet prvkŢ ve sloupcovĨch vektorech 

stem(abs(x)); 

3)  

a) f§zory: 
AA 1354

3

603 22;22 j
j

j
j

eeee -
-

Ö=ÖÖ=Ö

pp

 

b) b) () ( )2pp+Ö= t200cos2tx 0,73  

c) c) 
tp200je2jz(t) Ö= 0,73  

 

 
Korespondenļn² ¼kol 

ï Seznam se s form§tem dat firmy Brain-Quick 

ï naļti a zobraz minim§lnŊ 3 kan§ly EEG sign§lu a kalibraļn² kan§l 

Pr§ci odevzdejte do 14 dn² po zad§n² dom§c² ¼lohy. 
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2. PřEDZPRACOVĆNĉ DAT 
 

2.1. AnalogovŊ digit§ln² pŚevodn²k 

 

 
Ļas ke studiu: 1 hodina 

 

 
 
C²l    Po prostudov§n² kapitoly budete umŊt 

 ¶ definovat Nyquistovu frekvenci 

¶ popsat pŚevod analogov®ho sign§lu na ļ²slicovĨ a naopak 

¶ vyŚeġit pŚevod analogov®ho sign§lu na ļ²slicovĨ a naopak 

 

 
Pojmy k zapamatov§n² 2 

   Aliasing filtr, vzorkov§n², kvantov§n², k·dov§n², spektrum. 

 

 
VĨklad  

DSP ï Digital Signal Processing ï syst®m pracuj²c² v re§ln®m ļase (real time) 

 

Obr. 3: Blokov® sch®ma ļ²slicov®ho zpracov§n² sign§lu 

 

Ç AnalogovŊ digit§ln² pŚevodn²k 

PŚevede pŢvodnŊ spojitĨ elektrickĨ biosign§l na diskr®tn² posloupnost vzorkŢ sign§lu vybranĨch 

v pravidelnĨch (ekvidistantn²ch) ļasovĨch intervalech v n§sleduj²-c²ch kroc²ch: 

a Sign§l je vzorkov§n 

 

Ļ²slicov® 
vyj§dŚen² 

xkv(t) 
Antialiasing 

filtr ï DP 

Vzorkov§n² 
(diskretizace) 

xvst(t) xd(t) 
Kvantov§n² 

xvzor(t) 

AnalogovŊ digit§ln² pŚevodn²k 

Zpracov§n² 

ļ²slicov®ho 

sign§lu ï P( 

z) 

x(n) VĨstupn² 

filtr ï DP 

D/A 

pŚevodn²k 
y(n) x(t)DA 
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a Amplituda kaģd®ho vzorku je kvantov§na do jedn® z 2
B
 ¼rovn² (B ï poļet bitŢ A/D 

pŚevodn²ku) 

a Hodnota amplitudy je zak·dov§na (nejļastŊji bin§rn² k·d), kaģd® slovo je d®lky B bitŢ. 

 

DP filtr  ï mus² bĨt analogovĨ (pouģit² digit§ln²ho filtru vyģaduje pŚedchoz² vzorkov§-n²). Je to tzv. 

antialiasingovĨ filtr s mezn²m kmitoļtem do 1/2 vzorkovac²ho kmitoļtu. 

 

Vzorkov§n² ï pŚi vzorkov§n² mus² bĨt dodrģen vzorkovac² teor®m (NyquistŢv) 

    fvz  Ó  2Āfmax            (1) 

 

kde fmax je nejvyġġ² frekvence obsaģen§ v sign§lu. Ļ²m vyġġ² vzorkovac² frekvence t²m 

l®pe. 

 

Vzorkov§n² Sample ï Hold (S ï H) je pamŊŠov® vzorkov§n² (sejmut§ hodnota vzorku 

je pamatov§na aģ do pŚ²chodu dalġ²ho vzorku, bŊhem pŚevodu se nemŊn²). 

 

 

 

Interval pozorov§n²  T: doba mŊŚen² ¼seku sign§lu 

Perioda vzorkov§n²  Dt: vzd§lenost mezi dvŊma mŊŚen²mi 

Vzorkovac² frekvence  fvz:   kmitoļet A/D pŚevodn²ku, plat² pro nŊj 

ȹt

1

vz
f =       (2) 

 

Vzorkovac² frekvence napŚ. 100 Hz tedy znamen§, ģe v kaģd® vteŚinŊ pŚevedeme 100 vzorkŢ sign§lu. 

 

 

 

ȹt 

t (s) 

T  

 Obr. 5: Vzorkov§n² ï pŚevod spojit®ho sign§lu do ļ²slicov®ho tvaru 

Obr. 4: A/D pŚevodn²k 

x(t)  

 

        

 

1 

2
B   

 

 

LogickĨ 

obvod 

x(n) 

DP filtr           PamŊŠov® vzorkov§n²         Kvantov§n²       K·dov§n²  
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Probl®my vzorkov§n²:  

¶ Aliasing ï jev vznikaj²c² pŚi nedodrģen² (1). ZpŢsobuje, ģe z vzorkŢ sign§lu jiģ nen² moģn® 

rekonstruovat pŢvodn² sign§l. 

 

a) aliasing v ļasov® oblasti: Vzorkovac² frekvence je pŚ²liġ n²zk§ ï maskov§n² vyġġ²ch frekvenc² 

jako niģġ² frekvence. 

 

b) aliasing v kmitoļtov® oblasti: doch§z² k sl®v§n² spekter sign§lu, takģe nelze rekonstruovat 

sign§l. 

 

V praxi: vstupn² DP antialiasing filtr ï  ( )1min 25,1 +ÖÖ= Blog20A  

¶ Vzorkovac² frekvence pŚ²liġ vysok§ ï namŊŚ²me v²ce dat v kaģd® vteŚinŊ, ale ne¼mŊrnŊ vzrŢst§ 

poģadavek na pamŊŠ poļ²taļe. (napŚ.: 20 min EEG pŚedstavuje pŚi frekvenci vzorkov§n² 100 Hz 2 

400 000 ļ²sel ve 20 kan§lech.  

 

 

 

  0        T        2T       3T       4T      5T       6T        7T 

Obr. 6: Aliasing ï chybn§ interpretace vyġġ²ch kmitoļtŢ vlivem n²zk® vzorkovac² frekvence 

(ġipky). VĨslednĨ sign§l je oznaļen pŚeruġovanou ļarou 

Obr. 7: Spr§vnŊ a) vzorkovan®ho sign§lu 
 

   b) podvzorkovan®ho sign§lu 

            - fvz 0     fN     fvz         2fvz 

 

        -2fvz    - fvz  0        fvz    2fvz 
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Proti sobŊ tedy navz§jem pŢsob² dva protichŢdn® poģadavky 

       kapacita poļ²taļe    vzorkovac² frekvence 

NapŚ. pro EEG by tedy teoreticky staļilo vzorkovat frekvenc² 60 Hz = 2 x 30 Hz. Pokud samozŚejmŊ 

zvol²me frekvenci vyġġ², t²m l®pe. V praxi se pro EEG pouģ²vaj² vzorkovac² frekvence 100 ï 256 Hz. 

¶ Kvantov§n² a k·dov§n²: ï amplitudy vzorkŢ se kvantuj² po urļitĨch kvantech (danĨch poļtem 

bitŢ pŚevodn²ku) do zvolenĨch ¼rovn². Ty se pak vyj§dŚ² ve zvolen® ļ²seln® soustavŊ (napŚ. 

dvojkov®). 

- Kvantizaļn² krok q: 
        B
ġġ

B
ġġ

2

U

12

U
q º

-
=  

- Efektivn² hod. sign§lu: 
2

2q
A

B

ef

1-Ö
=  

 

kvantizaļn² chyba pro kaģdĨ vzorek ï e 

 

StŚedn² hodnota ļtverce kvantizaļn² chyby s pŚedpokladem stejn® pravdŊpodobnosti 

chyby v intervalu ðà-
2

q

2

q   
,

  
 je:    

12

q
d

q

1 2q/2

q/2

2   
 2 =DD= ñ
-

s  

coģ odpov²d§ energii ġumu. 

 

PomŊr sign§l/ġum SQNR: 

( )
( )

( )

dB               

/

/

/

   /   
2

21

2

2

6,02B1,7620log2Blog1,510

21,5log10
12q

22q
log10

12q

2A
log10SQNR B

B

+=+=

=ÖÖ=
Ö

Ö=
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
Ö=

-

 

Prodlouģen² slova o kaģdĨ bit znamen§ zmenġen² kvantizaļn²ho ġumu o 6 dB. 

NapŚ.:  

8 bitovĨ pŚevodn²k je schopen pŚev§dŊt ļ²sla v rozsahu 0 ï 255, tedy v 256 ¼rovn²ch vļetnŊ 

nuly (2
8 
= 256). Znamen§ to tedy, ģe hodnota amplitudy napŊt² je reprezentov§no ļ²slem v 

rozsahu  -127 aģ +128 ï viz obr. 8. 
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řeġenĨ pŚ²klad 2.1 

 
Jak§ je potŚebn§ vzorkovac² frekvence na obr. 9, je-li poģadov§no, aby chyba zpŢsoben§ 

aliasingem byla menġ² neģ 2 % ¼rovnŊ sign§lu v p§smu propustnosti? 

 

R řeġen² : 

   PŚenosov§ funkce filtru (filtr 1. Ś§du) je 

 ()
( )2

2

1

1

c

H
ww

w
+

=  ¹ ()
( ) fff

H

c pw

w

2kde1

1

2

2

=+

=  

Pro cf  (uvaģujeme Butterworthovu aproximaci) plat²:  

kHz
RC

f c 2
108102

1

2

1
94
@

ÖÖÖ
==

-pp
 

 Aȹ  

Obr. 8: Kvantizace ¼rovn² pro 8 bitovĨ A/D pŚevodn²k 

R 

 

Obr. 9: Zapojen² k pŚ²kladu 2.1 

C  

R x(t) 

xf (t)  

vzorkov§n² 

fvz 

x(n) 

R = 10 kW 
 

C = 8 nF 
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Poģadovanou chybu (obr. 10) 

stanov²me jako 2% z hodnoty 

pŚenosov® funkce ()cfH  na 

frekvenci fc, tj. 2 % z hodnoty 21  

nebo-li z hodnoty 7071,0  

 

( ) 3
%2 10142,14

02,0

7071,0 -Ö==fH  

 

Dosazen²m do vztahu pro pŚenosovou 

funkci z²sk§me hodnotu f 

    ( )
( )2%2

2

%2

1

1

cff

H

+

=w  

    

( )
kHzf

f

41,141

1021

1
10142,14 %2

23
%2

3 =Ý

Ö+

=Ö -
 

 

Minim§ln² vzorkovac² frekvence filtru je: 

( ) ( ) kHzfff cvz 41,1431041,1412 3
%2min =Ö+=+=  

 

 
řeġenĨ pŚ²klad 2.2 

 Jak§ je kvantovac² ¼roveŔ sign§lu u 8 bitov®vo pŚevodn²ku, je-li amplituda sign§lu v rozsahu 

od -1do +1 mV?  

 

R řeġen² :  

kvantizaļn²ch ¼rovn²: 25628=  

diference ( )( ) V8,725611 ÕU =--=D  

 

 
řeġenĨ pŚ²klad 2.3 

Urļete pro poģadovanĨ sign§l  tp00cos2x(t) 1Ö=  

a)  Minim§ln² vzorkovac² frekvence  fvz 

b)  Urļete diskr®tn² sign§l, kterĨ z²sk§te po vzorkov§n² (vzorkovac² frekven- 

     ce  fvz = 200 Hz) 

 

R řeġen² :  

a) Hzf00f 5012 =Ý= pp  

   Minim§ln² vzorkovac² frekvence fvz = 100 Hz  

b) Sign§l je vzorkov§n fvz = 200 Hz 

()wH  
 

dB 

cf  

pokles o 3 dB 

     1 
0,707 
 
 
 
 
 
 
0,02 2 % 

chyba 
f (Hz) 

Obr. 10: PŚenosov§ funkce filtru 
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  () ncos2ncos2nx ö
÷

õ
æ
ç

å
Ö=ö

÷

õ
æ
ç

å
Ö=

2200

001 pp
 

 

 

 
Ot§zky 2 

1. Proļ je zaŚazen antialiasingovĨ filtr pŚed A/D pŚevodn²kem? 

2. Jak se projevuje podvzorkov§n² sign§lu  a) v ļasov® oblasti? 

        b) ve frekvenļn² oblasti? 

3. Jak§ je kvantovac² ¼roveŔ sign§lu u 12 bitov®vo pŚevodn²ku, je-li amplituda sign§lu 5 mV? 

 

 
Đlohy k Śeġen² 2.1 

1. Urļete minim§ln² vzorkovac² frekvenci analogov®ho sign§lu 

  () ttttu ppp 100sin50cos3300sin51 -+=  V. 

2. Urļete rozliġovac² schopnost 12 bitov®ho A/D pŚevodn²ku. JmenovitĨ rozsah vstupn²ho napŊt² 

pŚevodn²ku je od -5 V do +5 V. 

3. Urļete vzorkovac² frekvenci filtru z pŚ²kladu 3.2 jsou-li zad§ny hodnoty odporŢ R = 5,6 kW a 

C = 28,42 nF 

 

 
Kl²ļ k Śeġen² 

1. Hz50Hz25Hz150 321 === fff ;;  

Minim§ln² vzorkovac² frekvence je fvz = 300 Hz 

2. Diference Vm87442 ,,=DU  

3. Hz70470Hz1 2 kfkfc ,; % ==  

Minim§ln² vzorkovac² frekvence je fvz = 71,704 kHz 

 

Text k prostudov§n² 

[1] Mohylov§, J, Krajļa,V.: Zpracov§n² sign§lu v l®kaŚstv². Elektronick® skriptum 

Ģilina, Slovensko, ISBN 80-8070-341-8, 2005 

 

 Dalġ² zdroje, pouģit§ literatura 

 
[2] Svatoġ, J.: Biologick® sign§ly I. Geneze, zpracov§n² a analĨza. Skriptum 

     ĻVUT FEL,1995, (ISBN 80-01-00884-3) 

[3] Uhl²Ś, J., Sovka, P.: Ļ²slicov® zpracov§n² sign§lŢ. Vydavatelstv² ĻVUT,  

     Praha 1995, (ISBN 80-01-01303-0)  
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[4] Proakis, J.G., Manolakis, D.G.: Introduction to Digital Signal Processing. Macmillan 

Publishing Company, New York, 1988 (ISBN 0-02-396815-X)]  

[5] MATLABÈ, The Language of Technical Computing, Version 6, The Math Works, Inc., 

2000 Reference 
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3. FILTRACE  

 

 
Ļas ke studiu: 2 hodiny 

 

 
 
C²l    Po prostudov§n² t®to kapitoly budete umŊt 

 ¶ definovat druhy filtrŢ 

¶ popsat vlastnosti filtrŢ 

¶ navrhnou ļ²slicovĨ filtr 

 

 
Pojmy k zapamatov§n² 3 

Filtry IIR, FIR, doln² propust, horn² propust, p§smov§ propust a p§smov§ z§drģ, f§zov§ 

charakteristika, impulsn² odezva.  

 

 
VĨklad  

Protoģe biologickĨ sign§l obsahuje ļasto neģ§douc² artefakty (napŚ. EEG s²Šov® ruġen², svalovou 

aktivitu é), je nutno pŚed zaļ§tkem zpracov§n² z§znam filtrovat. Digit§ln² filtrace je tedy jeden 

z nejpouģ²vanŊjġ²ch n§strojŢ poļ²taļov®ho zpracov§n² biosign§lŢ. Podrobnou teorii filtru nalezneme 

napŚ. v [2], [3], [4], [5], [6] a [7]. Nen² vġak jednoduch® navrhnout kvalitn² filtr, kterĨ by byl souļasnŊ 

dostateļnŊ rychlĨ z vĨpoļetn²ho hlediska. Probl®mem pŚi n§vrhu je pŚesnost a rychlost proti 

poģadovan® kvalitŊ. 

 

Ç DŊlen² filtrŢ 
 

Rozliġujeme filtry: 
 

a) FIR (Finite Impulse Response ï s koneļnou dobou odezvy) ï jsou vģdy stabiln², maj² line§rn² 

f§zovou charakteristiku 

b) IIR (Infinite Impulse Response ï s nekoneļnou dobou odezvy - rekurentn²) ï jsou to 

rekursivn² filtry, bĨvaj² niģġ²ho Ś§du, maj² neline§rn² f§zovou charakteristiku ï ovlivŔuj² f§zi, 

pŚi nespr§vn®m n§vrhu mohou bĨt nestabiln² 
 

PŚi filtraci biologick®ho sign§lu poģadujeme, aby f§zov§ charakteristika filtru byla vģdy line§rn². 

NejļastŊji biologickĨ z§znam filtrujeme filtrem s koneļnou impulsn² odezvou )(nh  (Finite Impulse 

Response - FIR). Tento filtr je plnŊ definov§n N hodnotami odezvy. 
 

MatematickĨm modelem FIR filtru v ļasov® oblasti je diferenļn² rovnice  

     

1

0

k  )x( )( ä
-

=

=
N

k

n-kany         (3.1) 

kde  

y(n) pŚedstavuje souļasnou vĨstupn² hodnotu filtru, 

x(n) pŚedstavuje souļasnou vstupn² hodnotu filtru, 



3. Filtrace 

 

27 

x(n-N) reprezentuje N dŚ²vŊjġ²ch vstupn²ch vzorkŢ filtru, 

ka  jsou koeficienty diferenļn² rovnice. 

Z definice impulsn² odezvy vyplĨv§, ģe koeficienty ka  z (3.1) pŚedstavuj² vzorky kh  impulsn² 

charakteristiky )(nh  FIR filtru, takģe plat² 

 () ( )   

1

0  

ä
-

=

=
N

k

k n-kxh  ny         (3.2) 

Vztah (3.2) je tak® vyj§dŚen² tzv. pŚ²m®ho realizaļn²ho algoritmu, takģe hodnoty impulsn² 

charakteristiky jsou pŚ²mo syst®movĨmi realizaļn²mi konstantami. 

Vlastnosti filtru v ļasov® oblasti mohou bĨt ve frekvenļn² oblasti pops§ny vztahem  

 () ()   

1

0  

ä
-

=

Ö=
N

k

-k
kzhzXzY          (3.3) 

coģ odpov²d§ vztahu (3.2) po transformaci z. 

 

Ze vztahu (3.3) pak mŢģeme definovat pŚenosovou funkci filtru H(z)  

 ()
()
() ä

-

=

==
1

0  

N

k

-k
kzh

zX

zY
zH         (3.4) 

Frekvenļn² charakteristiku filtru z²sk§me pouģijeme-li substituci 
W= jez , vztah (3.4) nabĨv§ po 

¼pravŊ tvar  

  )(  )( kjekhH W-Ö=W ,  kde 
N

n 2 p
=W      (3.5) 

Vztah (3.5) odpov²d§ diskr®tn² FourierovŊ transformaci (DFT). PŚenosov§ funkce H(Ý) ve vztahu 

(3.5) je periodick§, vyj§dŚen§ ve tvaru Fourierovy Śady s koeficienty hk.  

FIR filtry jsou navrģeny tak, ģe jejich f§zov§ charakteristika je line§rnŊ z§visl§ na frekvenci, tedy 

f§zov® zpoģdŊn² je konstantn², takģe ļasov® pomŊry zŢstanou nezmŊnŊny, coģ je pro analĨzu z§sadn². 

K tomu postaļuje, aby impulsn² charakteristika syst®mu splŔovala jednu ze z§kladn²ch symetrizaļn²ch 

podm²nek filtru:  

 )1()( nNhnh --=     nebo )1( )( nNhnh ---= ,   (3.6) 

 

 
řeġenĨ pŚ²klad 3.1 

 N§vrh FIR filtru ï metoda v§hov§n² impulsn² charakteristiky (ok®nkov§ metoda):  

 

Metoda v§hov§n² impulsn² charakteristiky vych§z² ze znalosti obecnŊ neomezen® impulsn² 

charakteristiky hD , popisuj²c² pŚesnŊ poģadovanĨ filtr. 

 

R řeġen² :  

Postup: 

a) Poģadavky na ide§ln² frekvenļn² odezvu filtru H(ɋ) ï frekvenļn² charakteristika filtru 

je periodick§ funkce kmitoļtu a lze ji vyj§dŚit nekoneļnou Fourierovou Śadou 

s periodou T́2  
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() ( ) () Tj
D

Tj
D enheHH www -

¤

¤-

ä Ö==  

 

b) Impulsn² odezvu hD(n) z²sk§me pomoc² inverzn² FFT pro poģadovan® frekvence 

() ()ñ
-

Ö=

T

T

Tjn
DD deH

T
nh

p

p

w ww
p 2 

  
 

       frekvenļn² charakteristika je tak® spektrum nekoneļn®ho sign§lu 

 

c) Omezen² d®lky posloupnosti hD na zvolenĨ rozsah N ļlenŢ: 

() ( ) ( ) () ( ) ( )33 +-+-++++++= -- TthTththTthTththD 22 21012 ddddd  

 

jehoģ d®lku omez²me vyn§soben²m koneļnĨm sign§lem (tzv. oknem) w(n) o d®lce N ï 

viz tabulka druhy oken 

 

d) Koeficienty FIR filtru z²sk§me vyn§soben²m () () ()nwnhnh D Ö=  

K dosaģen² line§rn² f§zov® charakteristiky je nutn® posunout impulsn² odezvu h(n) tak, aby 

zaļ²nala v Ănuleñ. 

 

 

PŚi realizaci digit§ln²ho filtru bylo nutn® urļit sloģitost filtru - tedy zvolit N. Pro odhad N jsou uv§dŊny 

rŢzn® empirick® vztahy napŚ.: pro dolnopropustn² filtr ï viz obr. 11 

)(),(
),(

1221
12

21 wwdd
ww

dd
-Ö-

-
+= ¤ f

D
1N  

kde 

 ( )[ ]   4761,007114,0005309,0),( 21
2

121 ddddd logloglogD Ö-+=¤  

( )[ ]4278,05941,000266,0                 1
2

1 ++- dd loglog  

 01,11
 

  
51244,0),(

2

1
21 +öö

÷

õ
ææ
ç

å
=

d

d
dd logf  

Jednoduġġ² je KaiserŢv vztah napŚ. pro filtr DP: 

 

( )
 

 24,61

 13  -  20 
    21

pww

dd

ps

log
N

-

ÖÖ-
²       

kde  1d je zvolen® zvlnŊn² v p§smu propustnosti 

       2d  je zvolen® zvlnŊn² v p§smu ¼tlumu 
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       pw  je hraniļn² frekvence v p§smu propustnosti 

       sw  je hraniļn² frekvence v p§smu ¼tlumu 

Tento vztah je pouģit pro prvn² odhad. Pro zvolen® hodnoty 0101 ,=d , 00102 ,=d , 28=pw Hz, 

32=sw  Hz  obdrģ²me 

 
( )

 ,    
 1283214,6

 13  -  ,,log 
    5509

212828

001001020
=

-

Ö-
²

p
N  

Pro dosaģen² symetrie typu )1()( nNhnh --=  a N lich® vol²me prvn² nejniģġ² odhad 511=N . 

 

Tab. 1: Ide§ln² impulsn² odezvy filtru 

 

 

Typ filtru 

 

Ide§ln² impulsn² odezva h(n) 

 

h(n), 0̧n  

 

h(0) 

 

 

DP 

 

 

( )

c

c
c

n

n
f

w

wsin
2  

 

cf2  

 

 

HP 

 

 

( )

c

c
c

n

n
f

w

wsin
2-  

 

cf21-  

 

 

PP 

 

 

( ) ( )

1

1
1

2

2
2

sin
2

sin
2

w

w

w

w

n

n
f

n

n
f -  

 

( )122 ff -  

 

 

PZ 

 

 

( ) ( )

2

2
2

1

1
1

sin
2
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2

w

w

w

w

n

n
f

n

n
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( )1221 ff --  
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NapŚ. z vlastnost² sign§lu EEG vyplynou poģadavky na charakteristick® frekvence p§smov® propusti: 

=1w 0,5 Hz a =2w 30 Hz ï obr.12. Pro symetrii )1()( nNhnh --=  a  N lich® plat²: 

 

 () () ()    

 2/)1( 

0  

 ä
-

=

WW +=

N

nn

k

cosH h20h        (3.7) 

kde  
p

ww   
  )( 12-=0h   a         [ ] 

  
nsinɤnsinɤ

n

1
h(n) 12 -=

p
  (3.8) 

Podle druhu pouģit®ho okna ï viz Tab. 2 orientaļnŊ odhadneme Ś§d filtru.  

NapŚ.: 

6893,1/0,0032N                                                    /1,3    :

8453,3/0,0032N          0,00320,5/128          /3,3   :

==Ý=D

==Ý=Ý=D

NfHanning

NfHamming
 

Aby byl potlaļen vliv Gibbsova jevu, je pŚ²sluġn§ impulsn² charakteristika n§sobena v§hovou funkc² 

)(nw , kter§ pŚedstavuje Ăok®nkoñ. Pomoc² n² zkr§t²me impulsn² odezvu h(n) na kauz§ln² koneļnou 

posloupnost 

  )()(  )( nnhnh i wÖ=          (3.9) 

kde h ni ( )je impulsn² odezva vypoļten§ podle vztahu (3.7). 

 

 

H(ɤ) 

 

 

 
        ́   2 ́
 

        0      ɤ1       ɤ2                                   ɤ (normalizovan§) 
 

 

Obr. 12: PŚenosov§ charakteristika p§smov® propusti 

 

Obr. 11: Frekvenļn² charakteristika dolnopropustn²ho filtru 

1+ŭ 
 

     1 

1-ŭ 

   ɤ1   ɤ2 

ŭ 2 

 

ŭ2 
 ɤ  
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Obr. 13: PŚenosov§ charakteristika filtru ï p§smov§ propust pro EEG  
   sign§l 

 

a) Hammingovo okno ï N = 845  
 

b) Hanningovo okno ï N = 968 
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Tab. 2: NŊkter® druhy oken 

 

 

Typ okna 

 

 

Ġ²Śka p§sma 

pŚechodu 

 

ZvlnŊn² v PP 

 

 

PomŊr hl. laloku k vedlejġ²mu 

laloku (dB) 

 

 

Potlaļen² SP 

(dB) 

 

Oknovac² funkce 

ɤ(n), |n| Ò (N-1)/2 

 

Obd®ln²kov® 

 

0.9/N  

 

0.7416 

 

13 

 

21 

 

1 

 
Hanningovo 

 
3.1/N  

 
0.0546 

 
31 

 
44 

 

ö
÷

õ
æ
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n2
cos1

 2 

1
nw

p
)(  

 
Hammingovo 

 
3.3/N  

 
0.0194 

 
41 

 
53 

 

ö
÷

õ
æ
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å
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N

n2
0,46cos0,54nw

p
)(  

 
Blackmanovo 

 
5.5/N  

 
0.0017 
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õ
æ
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N

n4
0,08cos

N
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0,5cos0,42nw
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)(  

 

 

Kaiserovo 

 

2.93/N  (ɓ=4.54) 

4.32/N  (ɓ=6.76) 

5.71/N  (ɓ=8.96) 

 

0.0274 

0.00275 

0.000275 

  

50 

70 

90 

 

[ ]

)(

)/(

0

0

b

b

I

1N2n1I
1/22

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

ý
ü
û

í
ì
ë --

 

 

 

 

 

 



3. Filtrace 

33 

 

 
řeġenĨ pŚ²klad 3.2 

 NavrhnŊte ChebysevovskĨ filtr I: Ś§d s ide§ln² pŚenosovou funkc²: 

PP wp = 0.2p   zvlnŊn² 0.5 dB, SP ws = 0.366p   zvlnŊn² 19 dB, fvz = 1 kHz. Đlohu Śeġte 

v MATLABu. 

 

 

  

Obr. 14: Okno: a) Bartletovo, b) Blackmanovo, 
 

      c) Hammingovo   d) Hanningovo pro N = 30 

Obr. 15: Frekvenļn² odezva Hammingova okna (pln§  

ļ§ra) a obd®ln²kov®ho okna (pŚeruġovan§ ļ§ra) 
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R řeġen² : 

% ɤp = 2ĀpĀfp/fvz ;   ɤs = 2ĀpĀfs/fvz;   ɤp = 100 Hz    ɤs = 183 Hz 

N = 512; 

Rp = 1; 

Rs = 20; 

fvz = 1000; 

wp = 0.2*pi; 

ws = 0.3*pi; 

wh = 0.4*pi; 

wd = 0.7*pi; 

Wp = 100/(fvz/2); 

Ws = 150/(fvz/2); 

[n,wn] = cheb1ord(0.2,0.3,Rp,Rs);    %  n = 4 

              % wn = 0.2 

Wn =tan(wn*pi/2);     % Wn = 0.3249 

Wp =tan(wp/2);      % Wp = 0.3249 

Ws =tan(ws/2);      % Ws = 0.5095 

 

[z,p,k] = cheb1ap(n,Rp); 

 % z =  % p =       % k = 

 %     [] %    -0.1395 + 0.9834i            0.2457 

 %       -0.3369 + 0.4073i 

   %       -0.3369 + 0.4073i 

 %       -0.3369 - 0.4073i  

 %       -0.1395 - 0.9834i 

 

bn = k*poly(z);  % bn =  0.2457 

an = poly(p);  % an =  1.0000*s^3 + 0.9528*s^2 + 1.4539*s + 0.2457 

   % an1 = [s^2 + 0.279072s + 0.98655] 

   % an2 = [s^2 + 0.673793s + 0.27939] 

 

 [h,w]= freqs(bn,an);   % normovan§ 

  figure(1); 

  subplot(2,1,1); 

   plot(w/pi,abs(h)), grid 

  title('Chebyshev I  n = 4    normovany'); 

  ylabel('|H(w)|'); 

  subplot(2,1,2); 

  plot(w/pi,angle(h)), grid 

  ylabel('faze(w)'); 

 

[r,p,k] = residue(bn,an);  % normovan® res. 

 

% r =       p =    k = 

%   -0.0663 - 0.1301i         -0.1395 - 0.9834i      []  

%   -0.0663 + 0.1301i       -0.1395 + 0.9834i 

%    0.0663 - 0.3463i         -0.3369 + 0.4073i 

%    0.0663 + 0.3463i         -0.3369 - 0.4073i 

% Vyn§sob²me komplexnŊ sdruģen® p·ly 

 

r1 = [-0.0663-0.1301i -0.0663+0.1301i]; 

p1 = [-0.1395-0.9834i -0.1395+0.9834i]; 

[num1,den1] = residue(r1,p1,k); 
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   % num1 = -0.1326s -0.2744              % [num1,den1] = r(1)/p(1)+r(2)/p(2) 

   % den1 =  1*s^2 + 0.279072s + 0.9865  % [num2,den2] = r(3)/p(3)+r(4)/p(4)   

 

r2 = [0.0663-0.3463i 0.0663+0.3463i]; 

p2 = [-0.3369+0.4073i -0.3369-0.4073i]; 

 

[num2,den2] = residue(r2,p2,k); 

    

   % num2 = 0.1326s + 0.3268 

   % den2 = 1*s^2 + 0.6738s + 0.2794 

 

% ---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

% Normovan§ pŚenosov§ funkce m§ tvar: 

% 

%      (-0.1326s-0.2744)      (0.1326s+0.3268) 

%   ----------------------------------- + ---------------------------------------- 

%   (s^2+0.279072s+0.9865)   s^2 + 0.6738s + 0.2794 

% 

% --------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

% odnormov§n² p·lŢ 

 

epsilon = ((1-(10^(-0.05)^2))/(10^(-0.05)^2))^(1/2); % epsilon = 0.5088 

 

gama = ((1+(1+(epsilon^2))^(1/2))/epsilon)^(1/n); % gama = 1.4290 

 

beta = (gama+gama^(-1))/2;    % beta = 1.0644 

 

alfa = (gama-gama^(-1))/2;    % alfa =  0.3646 

 

% p·l = sigma + jomega 

%       sigma = -alfa*Wp*sin[(2k+1)*pi/2*n] . . . k = 0,1, ... n-1 

% omega = beta*Wp*cos[(2k+1)*pi/2*n] 

 

 

sigma1 = -alfa*Wp*sin((2*0+1)*pi/(2*n)); % sigma1 = -0.0453 

sigma2 = -alfa*Wp*sin((2*1+1)*pi/(2*n)); % sigma2 = -0.1095 

sigma3 = -alfa*Wp*sin((2*2+1)*pi/(2*n)); % sigma3 = -0.1095  

sigma4 = -alfa*Wp*sin((2*3+1)*pi/(2*n)); % sigma4 = -0.0453 

 

omega1 = beta*Wp*cos((2*0+1)*pi/(2*n));  % omega1 =  0.3195 

omega2 = beta*Wp*cos((2*1+1)*pi/(2*n));  % omega2 =  0.1323 

omega3 = beta*Wp*cos((2*2+1)*pi/(2*n));  % omega3 = -0.1323 

omega4 = beta*Wp*cos((2*3+1)*pi/(2*n));  % omega4 = -0.3195 

 

p1 = [sigma1 + j*omega1]; 

p2 = [sigma2 + j*omega2]; 

p3 = [sigma3 + j*omega3]; 

p4 = [sigma4 + j*omega4]; 

 

p = [p1 p2 p3 p4]; 

 

an_od = poly(p);  % an_od = [1 0.3096 0.1535 0.0255 0.0031]   

p1 = [p1 p4];    
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an1_od = poly(p1);  % an1_od = 1.0000s^2 + 0.0907s + 0.1041 

p2 = [p2 p3]; 

an2_od = poly(p2);  % an2_od = 1.0000s^2 + 0.2189s + 0.0295 

 

[r,p,k] = residue(bn,an_od);  % odnormovan® res. 

 

% r =   p =    k = 

%   -1.9318 + 3.7937i   -0.0453 + 0.3195i        

%   -1.9318 - 3.7937i   -0.0453 - 0.3195i 

%    1.9318 -10.0946i   -0.1095 + 0.1323i 

%    1.9318 +10.0946i   -0.1095 - 0.1323i 

 

% Vyn§sob²me komplexnŊ sdruģen® p·ly 

 

r1 = [-1.9318+3.7937i -1.9318-3.7937i]; 

p1 = [-0.0453+0.3195i -0.0453-0.3195i]; 

 

[num1_od,den1_od] = residue(r1,p1,k) 

 

% num1_od = -3.8636s -2.5992                   % [num1_od,den1_od] = r(1)/p(1)+r(2)/p(2) 

% den1_od = 1*s^2 + 0.0906s + 0.1041      % [num2_od,den2_od] = r(3)/p(3)+r(4)/p(4) 

 

r2 = [1.9318-10.0946i 1.9318+10.0946i]; 

p2 = [-0.1095+0.1323i -0.1095-0.1323i]; 

 

[num2_od,den2_od] = residue(r2,p2,k); 

    

   % num2_od = 3.8636s + 3.0941 

   % den2_od = 1*s^2 + 0.2190s + 0.0295 

 

% ------------------------------------------------------------------------------ 

% Odnormovan§ pŚenosov§ funkce m§ tvar: 

% 

%     (-3.8636s -2.5992)   (3.8636s + 3.0941) 

%   -------------------------------- + -----------------------------------  

%    (s^2+0.0907s+0.1041)       s^2 + 0.2190s + 0.0295 

% 

% ----------------------------------------------------------------------------- 

 

[h1,w]= freqs(num1_od,an1_od); 

[h2,w]= freqs(num2_od,an2_od); 

h = h1 + h2; 

  figure(2);   % odnormovan§ 

  subplot(2,1,1); 

  plot(w,abs(h)), grid 

  title('Chebyshev I  n = 4   odnormovany'); 

  ylabel('|H(w)|'); 

  subplot(2,1,2); 

  plot(w,angle(h)), grid 

  ylabel('faze(w)'); 
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%------------------------------------------------------------------ 

%  Metoda impulsn² invariance: 

%------------------------------------------------------------------ 

[bz1,az1] = impinvar(num1_od,den1_od); 

 % bz1 = -3.8636  1.2280 

 % az1 =  1.0000  1.8147  0.9134 

 

[bz2,az2] = impinvar(num2_od,den2_od); 

 

 % bz2 = 3.8636  1.0456 

 % az2 = 1.0000  1.7769  0.8033 

 

%----------------------------------------------------------------------------------------------------- 

% pŚenosov§ funkce m§ tvar: 

% 

%       -3.8636 + 1.2280*z^(-1)   3.8636 - 1.0456*z^(-1) 

%   -------------------------------------------- + --------------------------------------------  

%   1 - 1.8147*z^(-1) + 0.9134*z^(-2)      1 - 1.7769*z^(-1)+0.8033*z^(-2) 

% 

% ---------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

% H(z) = H1(z) + H2(z)  - paraleln² realizace 

% y1(n) = (-3.8636)x(n) + 1.2280x(n-1) + 1.8147y(n-1) - 0.9134y(n-2) 

% y2(n) = 3.8636x(n) - 1.0456x(n-1) + 1.7769y(n-1) - 0.8033y(n-2) 

 

[h1,w]= freqz(bz1,az1,N,fvz);  

[h2,w]= freqz(bz2,az2,N,fvz); 

h = h1 + h2; 

 figure(3); 

 subplot(2,1,1); 

 semilogx(w,abs(h)), grid 

 title('Chebyshev I  n =4  DP metoda imp. invar'); 

 xlabel('f [Hz]'); 

 ylabel('|H(w)|'); 

 subplot(2,1,2); 

 semilogx(w,angle(h)),grid 

 xlabel('f [Hz]'); 

 ylabel('faze(w)'); 

% ----------------------------------------------------------------- 

% PŚepoļet na horn² propust 

% ----------------------------------------------------------------- 

 

beta = (cos((wp+wp)/2))/(cos((wp-wp)/2));    % beta = 0.8090 

 

% bz1 = -3.8636 + 1.2280*z^(-1) 

% az1 =  1.0000 - 1.8147*z^(-1) + 0.9134*z^(-2) 

 

% bz2 =  3.8636 - 1.0456*z^(-1) 

% az2 = 1.0000  - 1.7769*z^(-1) + 0.8033*z^(-2) 

 

% za vĨraz z^(-1) dosad²me: z^(-1) = -(z^(-1)-beta)/(1-beta*z^(-1)) 
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% ------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

% pŚenosov§ funkce m§ tvar: 

% 

%   -2.8702+4.2196*z^(-1)-1.5352*z^(-2)         2.9876-4.5214 *z^(-1)+1.6828z^(-2) 

% ----------------------------------------------------  + ---------------------------------------------------- 

%  0.1297-0.0935*z^(-1)+0.0998*z^(-2)  0.0882+0.0221*z^(-1)+0.0203*z^(-2) 

% 

% ------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

bz1_HP = [-2.8702 4.2196 -1.535201]; 

az1_HP = [0.129708 -0.0934942 0.099789]; 

 

bz2_HP = [2.98761 -4.52138 1.682763]; 

az2_HP = [0.0882279 0.0221076 0.0202698]; 

 

[h1,w]= freqz(bz1_HP,az1_HP,N,fvz); 

[h2,w]= freqz(bz2_HP,az2_HP,N,fvz); 

h = h1 + h2; 

 figure(4); 

 subplot(2,1,1); 

 semilogx(w,abs(h)), grid 

 title('Chebyshev I  n =4  HP metoda imp. invar'); 

 ylabel('|H(w)|'); 

 xlabel('f [Hz]'); 

 subplot(2,1,2); 

 semilogx(w,angle(h)),grid 

 xlabel('f [Hz]'); 

 ylabel('faze(w)'); 

 

% H(z) = H1(z) + H2(z)  - paraleln² realizace 

% y(n) = y1(n) + y2(n) 

 

 
Ot§zky 3 

1. Proļ poģadujeme line§rn² f§zovou charakteristiku pro filtr biologick®ho sign§lu? 

2. Jak® okno pouģijete pŚi filtraci sign§lu a proļ? 

 

 
Đlohy k Śeġen² 3 

1. V Matlabu pŚepoļtŊte navrģenĨ filtr z pŚ²kladu 3.2. na p§smovou propust. 

2. V Matlabu pŚepoļtŊte navrģenĨ filtr z pŚ²kladu 3.2. na p§smovou z§drģ. 

 

 
Kl²ļ k Śeġen² 

1. % ------------------------------------------------------------ 

% PŚepoļet na p§smovou propust 

% ---------------------------------------------------------------- 
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Wp = 0.3249; 

wd = 0.4*pi; 

wh = 0.7*pi; 

Wh =tan(wh/2);      % Wh = 1.3764                      

Wd =tan(wd/2);      % Wd = 0.7265      

  

k = cot((Wh+Wd)/2)*tan(Wp/2);              % k =  0.0937 

  

gama = (cos((wh+wd)/2))/(cos((wh-wd)/2));      % gama = 6.4381e-017 = 0 

gama = 0; 

beta1 = (2*gama*k)/(k+1);              % beta1 = 0 

beta2 = (k-1)/(k+1);                   % beta2 = -0.8287 

  

% bz1 = -3.8636 + 1.2280*z^(-1) 

% az1 =  1.0000 - 1.8147*z^(-1) + 0.9134*z^(-2) 

  

% bz2 =  3.8636 - 1.0456*z^(-1) 

% az2 = 1.0000  - 1.7769*z^(-1) + 0.8033*z^(-2) 

  

% za vĨraz z^(-1) dosad²me: 

% z^(-1) = -(z^(-2)-beta1*z^(-1)+beta2)/(beta2*z^(-2)-beta1*z^(-1)+1) 

  

%---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

%  pŚenosov§ funkce m§ tvar: 

% 

%  -2.846+4.3322*z^(-2)-1.6356*z^(-4) -2.997--4.64*z (̂-2)-4.8092*z^(-4) 

% ------------------------------------------------- + --------------------------------------------------- 

%  0.124-0.1086*z^(-2)+0.0963*z^(-4)  0.0264-0.0531*z^(-2)-1.9736*z^(-4) 

% 

% --------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

  

bz1_PP = [-2.84596 0 4.33221 0 -1.635649]; 

az1_PP = [0.124028 0 -0.108642 0 0.0963]; 

  

bz2_PP = [2.99711 0 -4.639875 0 1.786799]; 

az2_PP = [0.079143 0 8.378e-3 0 0.017523]; 

  

[h1,w]= freqz(bz1_PP,az1_PP,N,fvz); 

[h2,w]= freqz(bz2_PP,az2_PP,N,fvz); 

h = h1 + h2; 

    figure(5); 

    subplot(2,1,1); 

    semilogx(w,abs(h)), grid 

    title('Chebyshev I  n =4   PP  metoda imp. invar'); 

    ylabel('|H(w)|'); 

    xlabel('f [Hz]'); 

    subplot(2,1,2); 

    semilogx(w,angle(h)),grid 

    xlabel('f [Hz]'); 

    ylabel('faze(w)'); 

  

% H(z) = H1(z) + H2(z)  - paraleln² realizace 

% y(n) = y1(n) + y2(n)   
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2. % ----------------------------------------------------------------- 

% PŚepoļet na p§smovou z§drģ 

% ---------------------------------------------------------------- 

  

Wp = 0.3249; 

wd = 0.4*pi; 

wh = 0.7*pi; 

Wh =tan(wh/2);      % Wh = 1.3764                      

Wd =tan(wd/2);      % Wd = 0.7265    

  

k = tan((Wh-Wd)/2)*tan(Wp/2);              % k = 0.0552 

gama = (cos((wh+wd)/2))/(cos((wh-wd)/2));      % gama =  0 

beta1 = (2*gama)/(k+1);                    % beta1 = 0                  

beta2 = (1-k)/(1+k);                   % beta2 = 0.8954 

 

% za vĨraz z^(-1) dosad²me: 

% z^(-1) = z^(-2)-beta1*z^(-1)+beta2)/(beta2*z^(-2)-beta1*z^(-1)+1) 

  

% ------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

% pŚenosov§ funkce m§ tvar: 

% 

%  -2.3457-6.4473*z^(-2)-4.38543*z^(-4)   2.9274+5.035*z^(-2)+2.16137*z^(-4) 

% --------------------------------------------------- + --------------------------------------------------- 

% 0.1528+0.14284*z^(-2)+0.1982*z^(-4)       0.053+0.02784*z^(-2)+0.014*z^(-4)   

% 

% ---------------------------------------------------------------------------- 

  

bz1_PZ = [-2.76405 0 -4.70643 0 -1.99805]; 

az1_PZ = [0.10743 0 0.157386 0 0.09026]; 

  

bz2_PZ = [2.92737 0 5.035 0 2.16137]; 

az2_PZ = [0.053 0 0.02784 0 0.014]; 

  

[h1,w]= freqz(bz1_PZ,az1_PZ,N,fvz); 

[h2,w]= freqz(bz2_PZ,az2_PZ,N,fvz); 

h = h1 + h2; 

    figure(6); 

    subplot(2,1,1); 

    semilogx(w,abs(h)), grid 

    title('Chebyshev I  n =4   PZ  metoda imp. invar'); 

    ylabel('|H(w)|'); 

    xlabel('f [Hz]'); 

    subplot(2,1,2); 

    semilogx(w,angle(h)),grid 

    xlabel('f [Hz]'); 

    ylabel('faze(w)'); 

  

% H(z) = H1(z) + H2(z)  - paraleln² realizace 

% y(n) = y1(n) + y2(n)  

----------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Pozn§mka: 

Transformace na HP, PP a PZ se d§ prov®st i v analogov®m tvaru, % vĨsledek se pak pŚevede na 

digit§ln² tvar 
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4. CHARAKTERISTIKY  NĆHODNħCH  SIGNĆLš 

 

 
Ļas ke studiu: 1 hodinu 

 

 
 
C²l    Po prostudov§n² tohoto odstavce budete umŊt 

 ¶ definovat z§kladn² pojmy. 

¶ popsat n§hodnĨ sign§l 

¶ vypoļ²tat autokorelaļn² a korelaļn² funkce 

 

 
Pojmy k zapamatov§n² 4 

 

StŚedn² hodnota, rozptyl, stŚedn² kvadratick§ hodnota, medi§n, autokorelaļn² funkce a vz§jemn§ 

korelaļn² funkce.  

 

 
VĨklad  

Biologick® z§znamy patŚ² do skupiny n§hodnĨch dat. Tyto nemohou bĨt vyj§dŚeny explicitn²mi 

matematickĨmi vztahy. N§hodn§ data jsou pops§na statistickĨmi term²ny (pravdŊpodobnostn² 

rozloģen², momenty druhĨch a vyġġ²ch Ś§dŢ). Charakteristiky n§hodnĨch procesŢ jsou obecnŊ 

urļov§ny pro ļasov® okamģiky ze vġech realizac² souboru (ĂnapŚ²ļ souboremñ) [2], [3], [4], [5], [6], 

[7], [8]. V praxi m§me k dispozici pouze jedinĨ z§znam. Proto jeho charakteristiky urļujeme pŚes 

ļasovĨ interval a ne napŚ²ļ souborem. N§hodnĨ proces je matematickĨ model. Pouģit²m tohoto 

modelu mŢģeme popsat jist® prŢmŊrn® vlastnosti dat matematickĨmi term²ny postavenĨmi na 

statistick® teorii [3], [4], [8]. V t®to kapitole budou definov§ny z§kladn² pojmy, kter® budou v dalġ² 

ļ§sti pouģ²v§ny. 

Mezi nejpouģ²vanŊjġ² charakteristiky patŚ²: stŚedn² hodnota, rozptyl, stŚedn² kvadratick§ hodnota, 

medi§n, autokorelaļn² funkce a vz§jemn§ korelaļn² funkce. Pro stacion§rn² ergodickĨ proces jsou 

definov§ny takto: 

 

Odhad stŚedn² hodnoty: 
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kde N je poļet vzorkŢ, x(n) jsou jednotliv® vzorky realizace diskr®tn²ho sign§lu a index n ud§v§ poŚad² 

vzorku x(n) 

rozptyl :  

 vychĨlenĨ odhad rozptylu: 
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nestrannĨ odhad rozptylu: 
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stŚedn² kvadratick§ hodnota sign§lu : 
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medi§n : 

 Pro n lich® plat² :  
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 Je-li n sud®, pak : 
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Medi§n x~  je ukazatel polohy. Je to vlastnŊ ĂprostŚedn² (centr§ln²)ñ hodnota posloupnosti x(n) 

uspoŚ§dan® podle velikosti. 

 

autokorelaļn² funkce  

stacion§rn²ho procesu je definov§na pro dva ļasov® okamģiky. Pro diskr®tn² posloupnost jsou 

definov§ny vztahy : 

nestrannĨ odhad  
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vychĨlenĨ odhad 
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kde L je zvolen® maxim§ln² zpoģdŊn². 

 

diskr®tn² vz§jemn§ korelace  

sign§lu x(n) a y(n) lze odhadnout podle vztahŢ : 
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kde L je zvolen® maxim§ln² zpoģdŊn². 
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line§rn² regrese  

vych§z² z metody nejmenġ²ch ļtvercŢ. Regresn² rovnice je analytickĨm vyj§dŚen²m vztahŢ mezi 

promŊnnĨmi x(n) a y(n) ï viz obr. 16. Z²skan§ pŚ²mka optim§lnŊ prokl§d§ soustavu bodŢ ï regresn² 

pŚ²mka (vztahov§ pŚ²mka) : 

)()( 10 nxaany +=
                 (4.11) 
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n je poļet bodŢ. 

 

line§rn² korelace  
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Korelaļn²m koeficientem rxy mŊŚ²me stupeŔ tŊsnosti z§vislosti neboli spolehlivost regresn²ho odhadu. 

Koeficient rxy leģ² v intervalu <-1, 1>. Co do absolutn² hodnoty je povaģov§n korelaļn² vztah za m§lo 

tŊsnĨ, je-li korelaļn² koeficient menġ² neģ 0,3. Za velmi tŊsnĨ, je-li vŊtġ² neģ 0,8. Pohybuje-li se 

korelaļn² koeficient v tomto rozmez², je korelaļn² z§vislost stŚednŊ tŊsn§. 
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řeġenĨ pŚ²klad 4.1 

Procviļte si pŚ²kazy z MATLABu: 

1) Autokorelace 

% a) Autokorelace         % b) Autokorelace pomoci konvoluce 

 

figure(1);      subplot(2,1,2) 

subplot(2,1,1);  z=fliplr(x); % zamena poradi prvku 

vektoru 

x=[1 2 4 8 16 32 16 0 -8 1];   Rxy=conv(x,z); 

delka=length(x);     stem(Rxx) 

Rxx=xcorr(x); % autokorelace  title('Rxx(n)=x(n)*x(-n) '); 

i=-9:1:9;      hold on 

stem(i,Rxx)      plot(Rxy,'g'); 

title('Rxx v casove oblasti');   hold off 

hold on      pause 

plot(i,Rxx,'g'); 

hold off 

 

2)  Vz§jemn§ korelace 

a) Rxy      %b) Ryx 

figure(2)      subplot(2,1,2) 

subplot(2,1,1)     Ryx=xcorr(x,y); 

y=10:-1:1;      stem(i,Ryx) 

Rxy=xcorr(y,x); % vzajemna korelace title('Ryx'); 

ix=length(x);      hold on 

iy=length(y);      plot(i,Ryx,'g'); 

i=-(iy-1):(iy-1);     hold off 

stem(i,Rxy)      pause 

title('Rxy'), hold on 

plot(i,Rxy,'g'); 

hold off 

 

Obr. 16: PŚ²klad regresn² pŚ²mky a) y = 0,9003x + 0,2901 
 

       b) y = ï 0, 6629x + 4,9804 
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3) Autokorelace periodick®ho sign§lu 

figure(3) 

subplot(3,1,1); 

x=[x zeros(1,30) x zeros(1,30) x zeros(1,30) x zeros(1,30)]; 

x=[x x]; 

plot(x) 

title('1.x; 2.Rxx(aperiodicka); 3.Rxx(periodicka)'); 

subplot(3,1,2);  

Rxx=xcorr(x); 

plot(Rxx) 

hold on 

plot(Rxx,'g'); 

hold off 

 

4) Autokorelace pomoc² spektrum  

xx=[x x];  

X=fft(xx);  

XX=conj(X); 

RXX=X.*XX;  

Rxx=real(ifft(RXX)); 

subplot(3,1,3); 

plot(Rxx) 

pause 

 

5)   Detekce sign§lu pomoc² korelaļn²ch technik 

% a) ġum s norm§ln²m rozdŊlen²m   % b) zaġumŊnĨ sign§l  

y = x + n; 

figure(4)        x=x/8; % jednod. volba pomeru  

 % signal/sum 

subplot(3,1,1)      y=x+n; 

% generov. nahod.posl.s normalnim rozdelenim: figure(5) 

% stredni hodnota=0.0, rozptyl=1.0   subplot(3,1,1) 

n=randn(1,length(x));     plot(y); 

plot(n)                 hold on 

subplot(3,1,2)               plot(x-10,'r'); 

hist(n); %zobrazeni histogramu            hold off 

subplot(3,1,3)               title('1.x a y=x+noise; 2.Ryy; 

3.Rxy'); 

Rnn=xcorr(n);               subplot(3,1,2) 

plot(Rnn);                kor=xcorr(y); 

pause                 plot(kor(length(x):2*length(x)-1)) 

subplot(3,1,3) 

koryx=xcorr(y,x); 

     plot(koryx(length(x):2*length(x)-1)); 

 

rovnom=round(50*(rand(1,500)-0.5)+50); % rovn. rozdeleni 25-75, str. hodn. 50 

normal=round(10*randn(1,500)+10);  % normal. rozdeleni, str. hodn. 10, rozptyl 10 

 

figure(1); 

subplot(2,1,1); 

[PR,idxr]=hist(rovnom,[min(rovnom):max(rovnom)]);    % PR - cetnost;  idxr - hodnoty  

 % vzorku 
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PR=PR/length(rovnom);      % ted PR = pravdepodobnost 

bar(idxr,PR); 

title('Rovnomerne rozdeleni pravdepodobnosti'); 

 

subplot(2,1,2); 

[PG,idxg]=hist(normal,[min(normal):max(normal)]); 

PG=PG/length(normal); 

bar(idxg,PG); 

title('Normalni rozdeleni pravdepodobnosti'); 

 

FR=[];       % vypocet distribucni funkce 

FG=[]; 

for i=1:length(idxr), 

  FR=[FR sum(PR(1:i))]; 

end; 

for i=1:length(idxg), 

  FG=[FG sum(PG(1:i))]; 

end; 

pause 

figure(2); 

subplot(2,1,1); 

bar(idxr,FR); 

title('Distribucni fce pro rovnomerne rozdeleni pravdepodobnosti'); 

subplot(2,1,2); 

bar(idxg,FG); 

title('Distribucni fce pro normalni rozdeleni pravdepodobnosti'); 

 

% Stredni hodnota: 

avg1=sum(normal)/length(normal); % zprumerovany signal 

avg2=idxg*PG';    % z rodeleni pravdepodobnosti 

avg3=mean(normal);   % vypocet Matlabu 

 

% Disperze (rozptyl): 

disp1=sum((normal-avg1).^2)/length(normal); % pomoci zprumerovani signalu 

disp2=((idxg-avg2).^2)*PG';   % z rozdeleni pravdepodobnosti 

 

%Smerodatna odchylka: 

smo1=sqrt(disp1);   % pomoci zprumerovani signalu 

smo2=sqrt(disp2);   % z rozdeleni pravdepodobnosti 

smo3=std(normal);    % vypocet Matlabu 

pause 

 

%Zobrazeni 

figure(3); 

clg; 

axis off; 

text(0,1,'StŚedn² hodnoty:'); text(0.1,0.9,['zprumerovanim signalu: ' num2str(avg1)]); 

text(0.1,0.85,['z rozdeleni pravd.: ' num2str(avg2)]); text(0.1,0.8,['vypocet Matlabu: ' num2str(avg3)]); 

text(0,.7,'Disperze (rozptyl):'); 

text(0.1,0.6,['zprumerovanim signalu: ' num2str(disp1)]); 

text(0.1,0.55,['z rozdeleni pravd.: ' num2str(disp2)]); 

text(0,.45,'Smerodatna odchylka:'); 

text(0.1,0.35,['zprumerovanim signalu: ' num2str(smo1)]); 

text(0.1,0.3,['z rozdeleni pravd.: ' num2str(smo2)]); 
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text(0.1,0.25,['vypocet Matlabu: ' num2str(smo3)]); 

pause 

 

ACF1 = xcorr(acf1,'biased');  

 

ACF1 = ifft(acf1); 

subplot(2,1,1); 

t1 =(1:128)/128-1;  

t2 =(129:256)/128-1; 

plot(t1,abs(ACF1(129:256)),t2,abs(ACF1(1:128)),'R'), grid 

xlabel('                                          t ( s ) '); 

ylabel('ACF');  

title('Autokorelaļn² funkce);  % 2 sec. z§znamu - 256 vzorkŢ;  

 

 
řeġenĨ pŚ²klad 4.2 

 

Jsou d§ny posloupnosti :   x ={ 2, -1, 3, 7, 1, 2, -3, 0}, 

y = { 1, -1, 2, -2, 4, 1, -2, 5}.  

a)  Urļete vĨpoļtem Rxx(n) a Rxy(n) 

 

b)  Graficky jej zn§zornŊte 

 

R řeġen² : 

() ()() ()() 77 3-3- 2 21 177 33 1-1- 220 =Ö+Ö+Ö+Ö+Ö+Ö+Ö=xxr  

() () () () 1923-1 271 37 1-321-021 =Ö+Ö+Ö+Ö+Ö+Ö+Ö=xxr  

() () () ()

4

1313-7231 1-7 2301-022 =Ö+Ö+Ö+Ö+Ö+Ö+Ö=xxr
 

( ) ()() ()193-21 217 73 31-1-2201 =Ö+Ö+Ö+Ö+Ö+Ö+Ö=-xxr  

() () () ()

4

1303-023-1 27 1371-322 =Ö+Ö+Ö+Ö+Ö+Ö+Ö=xxr
 

Rxx(l) = {  0, -6, 7, -9, -2, 13, 19, 77, 19, 13, -2, -9, 7, -6 } 

ObdobnŊ 

Rxy(l) = {  10, -9, 19, 36, -14, 33, 0, 7, 13, -18, 16, -7, 5, -3 } 
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Ot§zky 

1. Jak urļ²me autokorelaļn² funkci? 

2. Jak urļ²me vz§jemnou korelaļn² funkci? 

3. Co je to medi§n? 

 

 
Đlohy k Śeġen² 

 

1. Jsou d§ny posloupnosti :   x ={ 4, 2, -1, 3, -2, -6, -5, 4, 5 }, 

a. y = { 7, 4, -2, -8, -2, 1, 0, 0, 0}.  

2. Urļete vĨpoļtem Rxx(n) a Rxy(n). VĨpoļet ovŊŚte v MATLABu.  

3. Jsou d§ny posloupnosti : x ={ 1, 0, 0, 1}, y = { 0.5, 1, 1, 0.5 }. UrļeteRxx(n) a Rxy(n) 

algoritmem FFT. VĨpoļet ovŊŚte v MATLABu.  

 

 
Kl²ļ k Śeġen² 

 

1. Rxx(l) = {  20, 26, -17, -23, -13, -39, -53, 39, 136, 39, -53, -39, -13, -23 -17 26 20 } 

Rxy(l) = {  0, 0, 0, 4, -6, -37, -19, 12, 12, 27, 71, 62, -70, -110, -29, 48, 35 } 

2. Rxx(l) = {  1, 0, 0, 2, 0, 0, 1 } 

Rxy(l) = {  0.5, 1, 1, 1, 1, 1, 0.5, 35 } 

 

Text k prostudov§n² 

[1] Mohylov§, J, Krajļa,V.: Zpracov§n² sign§lu v l®kaŚstv². Elektronick® skriptum 

Ģilina, Slovensko, ISBN 80-8070-341-8, 2005 

 

 

Vz§jemn§ korelaļn² funkce    Autokorelaļn² funkce 
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5. SPEKTRĆLNĉ ANALħZA BIOLOGICK£HO SIGNĆLU  

 

 
Ļas ke studiu: 3 hodiny 

 

 
 
C²l    Po prostudov§n² tohoto odstavce budete umŊt 

 ¶ definovat z§kladn² pojmy 

¶ popsat metody frekvenļn² analĨzy 

¶ vypoļ²tat pŚ²mou i zpŊtnou DFT a FFT, spektr§ln² vĨkonovou hustotu, koherenci, 
autokorelaļn² a korelaļn² funkce ï kŚ²ģov® spektrum, urļit ļasov® zpoģdŊn² mezi 

dvŊma kan§ly 

¶ urļit modely spektr§ln² vĨkonov® hustoty ï AR, MA ARMA 

 

 
Pojmy k zapamatov§n² 5 

Spektr§ln² analĨza ï parametrick® (model AR, MA, ARMA) a neparametrick® metody ï DFT, FFT, 

spektr§ln² vĨkonov§ hustota, autokorelace, vz§jemn§ korelace, koherence, ļasov® zpoģdŊn².  

 

 
VĨklad  

Biologick® z§znamy jsou pokl§d§ny za ļasov® Śady. K analĨze ļasovĨch Śad byly vyvinuty rŢzn® 

metody. Frekvenļn² (spektr§ln²) analĨza je jedn²m z nejdŢleģitŊjġ²ch diagnostickĨch n§strojŢ neboŠ 

l®kaŚ posuzuje frekvenļn² sloģky, kter® jsou v z§znamu obsaģeny. 

Metody frekvenļn² analĨzy mŢģeme rozdŊlit do dvou z§kladn²ch kategori²: 

 1)  neparametrick® metody  

2)  parametrick® metody 

ad 1) Neparametrick® metody patŚ² k metod§m, kter® lze pouģ²t pro libovoln® sign§ly ï na modelov® 

zpracov§n² sign§lŢ nejsou totiģ kladeny speci§ln² poģadavky, sign§l je zpracov§v§n pŚ²mo. Metody 

zahrnuj²: filtrov§n², spektr§ln² analĨzu, korelaļn² analĨzu. 

ad 2) Parametrick® metody vyģaduj² stanoven² Śady parametrŢ, kter® by vyhovovaly dan®mu 

speci§ln²mu matematick®mu modelu pro zpracov§vanĨ sign§l. AnalĨza sign§lu spoļ²v§ v odhadu 

tŊchto parametrŢ ze zaznamenanĨch dat. Nejzn§mŊjġ² modely dat jsou: autoregresn² model (AR), 

model klouzavĨch prŢmŊrŢ (MA), autoregresn² model klouzavĨch prŢmŊrŢ (ARMA). 
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5.1.   Neparametrick® metody ï Fast Fourier Transform 

Fourierova transformace je jeden ze z§kladn²ch algoritmŢ ļ²slicov®ho zpracov§n² sign§lu. PatŚ² mezi 

ortogon§ln² transformace  

 

PŚ²m§ Fourierova Transformace (DFT ï [5], [6], [11], [15], [21], [23] a [37]), vzorkovan§ v n 

bodech 
N

k
k
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w
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PŚedpokl§d§me, ģe T = 1, pokud nen² uvedeno jinak 

Tato rovnice definuje algoritmus, kterĨ vezme pole N komplexn²ch ļ²sel (pŚ²padnŊ pole N re§lnĨch 

ļ²sel a N imagin§rn²ch ļ²sel) a vrac² pole N komplexn²ch ļ²sel. 

 

Inverzn² DFT je definov§na 
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nk
jN

k

n ekX
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1
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p21
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)( Ö= ä
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=

    k = 0, 1, é , N - 1            (5.2) 

 

PŚ²mĨ vĨpoļet DFT znamen§ N
2
 operac². FFT algoritmus vyģaduje (NĀlogN) operac², je-li N 

mocninou 2. 

 

 
řeġenĨ pŚ²klad 5.1 

 
Urļete a)    DFT posloupnosti {1, 0, 0, 1} 

           b) Nakreslete modulov® (amplitudov®) a f§zov® spektrum 

           c) Nakreslete amplitudov® f§zov® spektrum je-li vzorkovac² kmitoļet fvz = 8 kHz 

 

R řeġen² : 

    Pozn.: Śeġte v radi§nech 

a) Vyjdeme ze vztahu (5.1): 

() ()()()(){ } { }10013210 ,,,,,, == xxxxnx ; 310 =Ý-= kNk ,,3 ; N = 4 

Ý=ä
-

=

-1

0

2N

n

N

kn
j

nexkX

p

)(  

 

k = 0 

21001
3

0

02

=+++==ä
=

-

n

N

n
j

nexkX

p

)(  

k = 1 



5. Spektr§ln² analĨza biologick®ho sign§lu 

53 

() () () () =Ö+Ö+Ö+Ö=Ö=

Ö
-

Ö
-

Ö
-

Ö
-

=

Ö
-

ä 4

32

4

22

4

12

4

023

0

2

32101

ppppp
jjjj

n

N

n
j

n exexexexexX )(

jje
j

+=ù
ú

ø
é
ê

è
ö
÷

õ
æ
ç

å
-+ö

÷

õ
æ
ç

å
-+=Ö+++=

-

1
2

3

2

3
11001 2

3
pp

p

sincos  

() A451 Ý==W arctgarctg
Real

Imag
j  

 

k = 2 

() () () () =Ö+Ö+Ö+Ö=Ö=

Ö
-

Ö
-

Ö
-

Ö
-

=

Ö
-

ä 4

34

4

24

4

14

4

043

0

22

32102

ppppp
jjjj

n

N

n
j

n exexexexexX )(

 ( ) ( )[ ] 03sin3cos11001 3 =-+-+=Ö+++= - ppp je j
 

() A0ÝWj  

ObdobnŊ obdrģ²me pro k = 3 

jexX

n

N

n
j

n -=Ö=ä
=

Ö
-

13
3

0

32p

)(  

() ( ) A451 -Ý-=W arctgj  

 

b) amplitudov® spektrum:                          f§zov® spektrum: 

 

c) Tvar amplitudov®ho a f§zov®ho spektra se nezmŊn², urļ²me pouze hodnoty W 
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řeġenĨ pŚ²klad 5.2 

 
Urļete zpŊtnou diskr®tn² Fourierovu transformaci pro DFT: { }jj -+ 1012 ,,,  

 

R řeġen² : 

Vyjdeme ze vztahu (5.2): 

N

nk
jN

k

n ekX
N

1
x

p21

0

)( Ö= ä
-

=

  Ý        N = 4; k = 0, é , 3; n = 4 

 

n = 0 

ÝÖ= ä
-

=

N

nk
jN

k

n ekX
N

1
x

p21

0

)(  

() { }

{ } 1)1(0)1(2
4

)3()2()1()0(
4

)(
4

0 4

023

0

=-++++Ö=

=+++Ö=Ö= ä
=

jj
1

XXXX
1

ekX
1

x

k
j

k

p

 

 

n = 1 

() =
îý

î
ü

û

îí

î
ì

ë
Ö+Ö+Ö+ÖÖ=Ö= ä

=

2

3

204

23

0

)3()2()1()0(
4

)(
4

1

p

p

pp
j

j
j

j

k
j

k

eXeXeXeX
1

ekX
1

x

=
îý

î
ü

û

îí

î
ì

ë
ÖÖ++ÖÖ+Ö=

-
2

3

424 2022
4

pppp
jjjj

eeee
1

 

02022
4

4

5

4

3

=
îý

î
ü

û

îí

î
ì

ë
Ö++Ö+Ö=

pp
jj

ee
1

 

 

n = 2 

() =
îý

î
ü

û

îí

î
ì

ë
Ö+Ö+Ö+ÖÖ=Ö= ä

=

4

12

4

6

4

4

04

23

0

)3()2()1()0(
44

2

pppp
jjj

j

kn
j

k

eeee
1

e
1

x XXXXkX )(

02022
4

2022
4

4

11

4

5

344

=
îý

î
ü

û

îí

î
ì

ë
Ö++Ö+Ö=

=
îý

î
ü

û

îí

î
ì

ë
ÖÖ++ÖÖ+Ö=

-

pp

p
p

p
p

jj

j
j

j
j

ee
1

eeee
1

 

 ObdobnŊ obdrģ²me pro n = 3 

() 1)(
4

3 4

323

0

=Ö= ä
=

k
j

k

ekX
1

x

p

 

 



5. Spektr§ln² analĨza biologick®ho sign§lu 

55 

( )

( ) k
N

jk
N

NNjk
N

N
N

k
N

Nk
N

N
NjNjNj

N

WeWeWWWW

WeeeW

-=Ö=Ö=Ö=

====

--+

---

pp

ppp

)2/)(/2(2/2/

2/
)2//(2/222/22                                 

 Ý
 

Ç Algoritmus ñDecimace v ļaseò (Cooley,Tukey 1965) 

1. Zaļneme s plnou transformac² 
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    k = 0, 1, é , N - 1            (5.3) 
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2. Rozep²ġeme X k1( )jako souļet sudĨch a lichĨch ļlenŢ 
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sud§ posloupnost ï 1420  ,  , , , -Nxxxx 3 ,  
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 )()()( 12111 kXWkXkX k
N+=    k = 0, 1, é , N ï 1            (5.6) 

 

Origin§ln² Fourierova transformace byla pŚeps§na pomoc² dvou FT operuj²c²ch na lichĨch a sudĨch 

sloģk§ch dat. V t®to rekursi lze pokraļovat aģ do trivi§ln²ho pŚ²padu jednoho bodu. 

 

sud§ posloupnost lich§ posloupnost 
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Pozn§mka: 

Odvozen²: 
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VĨpoļetn² n§roļnosti 

 

Poļet bodŢ       PŚ²mĨ vĨpoļet             FFT      Zrychlen² 

Komplexn² n§soben²                Komplexn² n§soben² 

 

 N       N
2
    (N/2)log2 N 

             4       16          4       4.0 

             8       64        12       5.3 

           16       256        32       8.0 

           32     1024        80     12.8 

           64     4096      192     21.3 

         128   16384      448     36.6 

         256   65536    1024     64.0 

         512            262144    2304             113.8 

       1024          1048576    5120             204.8 
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PŚ²klad pro N = 8 bodŢ DFT: 

 

FFT - motĨlek 

 

 

2-bodov§ 

FFT 

 

2-bodov§ 

FFT 

 

 

Kombinuj 

2-bodov® 

FFT 

 

 

 

Kombinuj 

2-bodov® 

FFT 

 

 

 

Kombinuj 

4-bodov® 

FFT 

X(5) 

X(1) 

X(0) 

X(6) 

X(7) 

X(4) 

X(3) 

X(2) 

 

2-bodov§ 

FFT 

 

2-bodov§ 

FFT 

x(0) 

x(4) 

x(2) 

x(6) 

x(1) 

x(5) 

x(3) 

x(7) 

Obr. 17: BlokovĨ diagram vĨpoļtu FFT pro 8 bodŢ 
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Obr. 18: Sch®ma vĨpoļtu FFT pro 8 vzorkŢ (rozkreslen² obr. 15). 
Nj

N eW p== 2
. 
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řeġenĨ pŚ²klad 5.3 

 Napiġte strukturu vĨpoļtu 8-bodov® FFT posloupnosti A0 pomoc² algoritmu decimace v ļase. 

Posloupnost A0 : { x0 , x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 }  

 

R řeġen² : 

8-bodov§ DFT z  A0 : X1 (k) = X11 (k) + 
k
NW  X12 (k) ,  kde k = 0, é, N-1; N = 0, é, 7 

 

Posloupnost A0  rozdŊl²me na: sudou A1 a lichou A2 : 

 

   A1 : x0 , x2 , x4 , x6          A2 : x1 , x3 , x5 , x7              N =0, é, 3 

 

4-bodov§ DFT z  A1 : X11 (k) = X21 (k) + 
k
NW 2  X22 (k)  

 

                              A2 : X12 (k) = X23 (k) + 
k
NW 2  X24 (k) ,    kde k = 0 ( )12 -N,,3  

                                                                                                   N = 0, é, 3 

 

4-bodov® posloupnosti A1 a A2  rozdŊl²me opŊt na: sud® A3 , A5 a lich® A4, A6 : 

 

   A3 : x0 , x4       A5 : x2, x6               A4 : x1, x5      A6 : x3 x7                       N =0, 1 

 

2-bodov® DFT z  A3 : X21 (k) = x0 + 
k
NW 4Āx4 

 

                              A4 : X22 (k) = x2 + 
k
NW 4Āx6  

 

                              A5 : X23 (k) = x1 + 
k
NW 4Āx5 

 

                              A6 : X24 (k) = x3 + 
k
NW 4Āx7,    kde k = N = 0, 1 

 

 

 
řeġenĨ pŚ²klad 5.4 

 OvŊŚte pomoc² algoritmu decimace v ļase, ģe FFT posloupnosti A0 je 

{ }0220002204 ,,,,,,, jj -+ . 

Posloupnost A0 nabĨv§ hodnot: { }10011001 ,,,,,,,  

 

R řeġen² : 

Vyjdeme z pŚ²kladu 5.2: 

Urļ²me 2-bodov® DFT ze sudĨch A3 , A5 a lichĨch A4, A6  posloupnost²: 

 

A3 : X21 (k) = x0 + 
k
NW 4Āx4 

 

      k = 0, 1 
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         X21 (0) = x0 + 
0

4NW Āx4 = x0 + x4 211 =+=  

 

         X21 (1) = x0 + 
1

4NW Āx4 = x0 + Ö
-

4

2

N
j

e

p

x4 = x0 + Ö-pje x4 

                              ( ) ( )[ ] 0114040 =-=-=-+-Ö+= xxjxx pp sincos  

 

ObdobnŊ: A4, A5 , A6   

 

         X22 (0) =  x0 + x6 = 0 

 

         X22 (1) =  x0 ï x6 = 0 

 

         X23 (0) =  x1 + x5 = 0 

 

         X23 (1) =  x0 ï x6 = 0 

 

         X24 (0) =  x3 + x7 = 0 

 

         X24 (0) =  x3 ï x7 = 0 

 

Nyn² urļ²me 4-bodov® DFT  A1 : X11 (k) = X21 (k) + 
k
NW 2  X22 (k)  

 

                                                 A2 : X12 (k) = X23 (k) + 
k
NW 2  X24 (k)  

kde  k = 0 ( )12 -N,,3 , N = 0, é, 3 

 

 

   k = 0 

 

     X11 (0) = X21 (0) + 
0

2NW  X22 (0) = 2 + 0 = 2 

   k = 1 

     X11 (1) = X21 (1) + 
1

2NW  X22 (1) = X21 (1) Ö+
-

28

2p
j

e X22 (1) = 0     

 

   k = 2 

  X11 (2) = X21 (2) + 
2

2NW  X22 (2) = X21 (2) Ö+
Ö-

28

2
2
p

j

e X22 (2) = X21 (2) Ö+- p2je X22 (2) 

 

  X11 (2) = X21 (2) ï X22 (2)  

 

Nyn² mus²me urļit hodnotu X21 (2) a X22 (2)  

 

         X21 (2) = x0 + 
2

4NW Āx4 = x0 + x4 211 =+=  

 

         X22 (2) = x0 + 
2

4NW Āx4 = x0 + x4 211 =+=  

takģe pro k = 2 je  
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  X11 (2) = X21 (2) ï X22 (2) = 2 ï 2 = 0 

 

   k = 3 

     X11 (3) = X21 (3) + 
3

2NW  X22 (3) = X21 (3) Ö+
Ö-

28

2
3
p

j

e X22 (3)  

 

         X21 (3) = x0 + 
3

4NW Āx4 = x0 ï x4 = 0 

 

         X22 (3) = x2 ïĀx6 = 0 

 

        X11 (3) = 0 

ObdobnŊ urļ²me X12 (k):  X12 (k) = X23 (k) + 
k
NW 2  X24 (k) 

 

   k = 0 

 

   X12 (0) = X23 (0) + 
0

2NW  X24 (0) = 0 

 

   k = 1 

 

   X12 (1) = X23 (0) + 
1

2NW  X24 (1) = 0 

   4 
 

8-bodov§ FFT pak je:    X1 (k) = X11 (k) + 
k
NW  X12 (k) opŊt postupnŊ dosazujeme za k, N 

 

   k = 0 

 

   X1 (0) = X11 (0) + 
0
NW  X12 (0) = 2 + 2 = 4 

 

   k = 1 

 

   X1 (1) = X11 (1) + Ö1
8W  X12 (1) = X11 (1) + Ö

-
8

2p
j

e  X12 (1) = 0 

   4 
 
 

 

5.2.   Parametrick® metody 

Ç PŚehled modelŢ dat 

¶ Vzorkovanou ļasovou Śadu lze vyj§dŚit jako 

 

  x(nT) = x(n) = xn   kde T je interval vzorkov§n²            (5.7) 

 

Z-transformace je 
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  ä
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spektrum je d§no dosazen²m z = e
jwt 
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¶ Autokorelaļn² funkce stacion§rn²ho procesu je definov§na pro dva ļasov® okamģiky. Pro 

diskr®tn² posloupnost jsou definov§ny vztahy : 

 

nestrannĨ odhad  

  L0,1llnxnx
lN

1
lR

lN

n

xx ,,,)()()(
1

0

3=-Ö
-

= ä
--

=

               kde              (5.9) 

 

vychĨlenĨ odhad 

  L0,1llnxnx
N

1
lR
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n

xx ,,,)()()(
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0

3=-Ö= ä
--

=

               kde             (5.10) 

 

kde L je zvolen® maxim§ln² zpoģdŊn². 

 

Ze statistick®ho hlediska je dŢleģit®, aby odhad byl : 

a) nestrannĨ  

b) konzistentn² 

 

ü Diskr®tn² vz§jemn§ korelace sign§lu x(n) a y(n) lze odhadnout podle vztahŢ : 

  L0,1llnynx
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1

0

3=-Ö
-

= ä
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               kde            (5.11) 

nebo 

  L0,1llnxny
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lN

n

yx ,,,)()()(
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0

3=-Ö
-

= ä
--

=

               kde            (5.12) 

kde L je zvolen® maxim§ln² zpoģdŊn². 

 

TŚi z§kladn² modely dat jsou  

¶ Autoregressive (AR, autoregresn²) 

¶ Moving average (MA, klouzavĨ prŢmŊr) 

¶ Autoregressive ï moving average (ARMA, autoregresn² - klouzavĨ prŢmŊr) 

 

 

Autoregresn² model AR: - urļen² parametrŢ AR modelu je line§rn² ¼loha. AR model je pops§n 

rovnic²: 

))(...)()( ()( 21 nenx pnxa2nxa1nxa p             =+ -++-+-              (5.13) 
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Diferenci§ln² rovnice modelu je pops§na vztahem : 

[ ] )(E    . . .      )( 2
2

1
1 zzazaza1zX p

p =++++Ö ---
             (5.14) 

)(
)

zEÖÝ =
1-(z A

1
  X(z)                           (5.15) 

Autoregresn² model pŚedstavuje IIR filtr pouze s p·ly, p urļuje poļet minulĨch hodnot 

vĨstupu v rekurzi. 

 

Moving average model - urļen² parametrŢ modelu je neline§rn² ¼loha. MA model je pops§n rovnic² : 

)()(...)()()( 210 nknxb2nxb1nxbnxb yk             =-++-+-+             (5.16) 
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Ý ä
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                            (5.17) 

MA model pŚedstavuje FIR filtr pouze s nulami, k urļuje poļet minulĨch hodnot vstupu v 

rekurzi. 

 

Obr. 19: Autoregressive model 
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Obr. 20: Moving average model 
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Autoregresn² - moving average model ï je nejpŚesnŊjġ², ale pro urļen² jeho parametrŢ je nutn® Śeġit 

neline§rn² optimalizaļn² ¼lohy. ARMA model je pops§n rovnic²  
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                          (5.19) 

ARMA model pŚedstavuje IIR filtr s p·ly i nulovĨmi body. 

 

Vġechny tŚi modely aproximuj² skuteļn® spektrum sign§lu pomoc² kvadr§tu modulu frekvenļn² 

charakteristiky line§rn²ho ļasovŊ invariantn²ho (LTI) filtru. Volbou Ś§du filtru (Ś§du modelu) vol²me 

stupeŔ aproximace. 

Pro AR modely lze ¼lohu identifikace parametrick®ho modelu interpretovat jako ¼lohu aproximace 

spektr§ln² vĨkonov® hustoty sign§lu metodou nejmenġ²ch ļtvercŢ pomoc² polynomu stupnŊ p. PŚitom 

mus² bĨt splnŊna nerovnost  

    2 Np1 /¢¢                        (5.20) 

PŚi hled§n² autoregresn²ho modelu vych§z²me z pŚedpokladu, ģe sign§l vznikl prŢchodem b²l®ho ġumu 

pŚes line§rn² ļasovŊ invariantn² filtr ï obr. 22. Đkolem je urļen² koeficientŢ tohoto filtru ze vzorkŢ 

sign§lu. Koeficienty filtru parametrizuj² sign§l v tom smyslu, ģe kvadr§t amplitudov® frekvenļn² 

charakteristiky filtru aproximujeme skuteļnou spektr§ln² hustotou sign§lu. 
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Obr. 21: Autoregressive moving average model 
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Naopak pŚedpokl§d§me-li, ģe sign§l je stacion§rn², pak jeho prŢchod filtrem inverzn²m (k 

odhadnut®mu AR filtru) d§ b²lĨ ġum ï obr. 23. 

 

5.3. Modely odhadu spektra 

VĨkonov§ spektr§ln² hustota (Power Spectral Density, PSD) stacion§rn²ho diskr®tn²ho n§hodn®ho 

procesu je vyj§dŚena Wiener-ChinļinovĨm teor®mem 

 () ()ä
¤

-¤=

-Ö=
t

tpt fj
xx eRfS 2

                (5.21) 

Z t®to rovnice je vidŊt, ģe na PSD lze pohl²ģet jako na Fourierovu Śadu s koeficienty danĨmi 

autokorelaļn²mi koeficienty. Hledaly se modely s koneļnĨm poļtem para-metrŢ. Spektr§ln² odhad je 

proces odhadu parametrŢ vhodnŊ vybran®ho modelu ï tŚ²stupŔovĨ postup 

1. VĨbŊr modelu, kterĨ je dobrou aproximac² skuteļn®ho procesu 

2. Odhad parametrŢ modelu 

3. VĨpoļet odhadu spektra 

 

Ç Line§rn²  predikce 

Line§rn²  predikce vych§z² z autoregresn²ho (AR) modelu sign§lu 

 

 ä
=

- +-=
p

k

nknk exanx
1

                     (5.22) 

kde koeficienty a0, a1, é , ap representuj² line§rnŊ predikļn² (LP, WienerŢv) filtr snaģ²c² se 

transformovat vstupn² posloupnost do posloupnosti nekorelovanĨch n§hodnĨch veliļin.  

en se v tomto pŚ²padŊ nazĨv§ chyba predikce a pŚedstavuje chybu, kter® se dopouġt²me pŚ² 

odhadu hodnoty xn z line§rn² kombinace p minulĨch vzorkŢ sign§lu. 
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Obr. 22: AR model EEG 
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Obr. 23: Inverzn² AR filtr 
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Odhad parametrŢ 

Metoda nejmenġ²ch ļtvercŢ 

Za pŚedpokladu, ģe vstup do syst®mu je nezn§mĨ, xn mŢģeme pŚibliģnŊ odhadnout z v§ģen®ho souļtu p 

minulĨch vzorkŢ (p je Ś§d modelu) 

 ä
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--=
p

k

knkn xax
1

~

  

                    (5.23) 

Vznikne pŚitom urļit§ odchylka mezi skuteļnou hodnotou xn a predikovanou hodnotou nx~ , chyba 

predikce je 
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0      ,                        (5.24) 

Je-li vzorek xn ļasov® Śady vybr§n z n§hodn®ho procesu, pak je n§hodnĨm procesem i { ne } a v 

metodŊ nejmenġ²ch ļtvercŢ minimalizujeme stŚedn² hodnotu ļtverce t®to chyby: 
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2)   (  E                   (5.25) 

StŚedn² chyba P je minimalizov§na na z§kladŊ stacion§rn²ch bodŢ (parci§ln² derivace podle 

pŚ²sluġnĨch koeficientŢ jsou rovny nule): 
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                (5.26) 

Z²sk§me tak soustavu line§rn²ch rovnic (norm§ln² rovnice, Yule ï Walkerovy rovnice) 
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                      (5.27) 

a minim§ln² stŚedn² chyba je 

 [] [ ]ä
=

-Ö+==
p

k

knnknpp xEaxE xP
1

22

  

      s                (5.28) 

Pro stacion§rn² pŚ²pad plat² : 

 [ ] )( kiRn-in-kxxE -=                     (5.29) 

 

kde R(i) je autokorelaļn² funkce n§hodn®ho procesu, kter§ splŔuje podm²nku 

 )()( iiR R  =-  

a pŚedpokl§d§me, ģe chyba v (5.28) je minimalizov§na pro nekoneļnĨ interval (Autokorelaļn² metoda, 

koeficienty R(i-k) tvoŚ² autokorelaļn² matici - symetrick§ Toeplitzova matice). Z²sk§me tak soustavu 

rovnic : 
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řeġen² rovnic (5.30) a (5.31) (napŚ. Gaussovou eliminaļn² metodou) je n§roļn® na poļet
 
operac². Proto 

byly vyvinuty algoritmy, kter® Śeġ² tuto ¼lohu efektivnŊji - napŚ. Levinson-Durbin-RobinsonŢv 

algoritmus, BurgŢv algoritmus. 
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Ç   Levinson ï Durbin - RobinsonŢv  algoritmus 

Levinson ï Durbin ï RobinsonŢv algoritmus vyuģ²v§ skuteļnosti, ģe R(i-k) tvoŚ² Toeplitzovu matici 

autokorelaļn² funkce ï viz obr. 24, pro efektivn² vĨpoļet spektr§ln² vĨkonov® hustoty. Spektr§ln² 

vĨkonovou hustotu (PSD) poļ²t§ rekurentnŊ z mnoģiny parametrŢ {a11, ů1}, { a21, a22, ů2}, é , {ap1, 

ap2, é ,app, ůp}, kde prvn² index urļuje Ś§d iterace. Levinson ï Durbin ï RobinsonŢv algoritmus je 

pops§n na obr. 25. 
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Obr. 24: Toeplitzova matice autokorelaļn² funkce 
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Obr. 25: Levinson ï Durbin ï Robinson  algoritmus 
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PŚi pouģit² AR modelu je nejdŢleģitŊjġ² spr§vn® stanoven² Ś§du p modelu. Je-li Ś§d modelu pŚ²liġ n²zkĨ, 

je spektr§ln² vĨkonov§ hustota PSDAR(k) pŚ²liġ vyhlazen§. Naopak, je-li p pŚ²liġ vysok®, mohou se ve 

spektru PSDAR(k) vyskytnout dalġ² chybn® vrcholy spektr§ln² vĨkonov® hustoty s niģġ² amplitudou. 

Pro vĨbŊr optim§ln²ho Ś§du AR modelu bylo stanoveno Akaikem nŊkolik krit®ri² [5], [6], [13], [25], 

[26]. Krit®ria jsou zaloģena na minimalizaci chyby predikce metodou nejmenġ²ch ļtvercŢ. Hodnota 

krit®ria se poļ²t§ vģdy po jednom kroku predikce. 

 

ü Krit®rium  FPE (final prediction error) 

 
2)( p
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pFPE sÖ
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                  (5.32) 

ü AIC  (Akaike information criterion) 
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lnAIC pp
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Na obr. 26 jsou pro pŚ²klad zobrazeny spektr§ln² vĨkonov® hustoty AR modelu a spektr§ln² vĨkonov§ 

hustota poļ²tan§ pomoc² Wiener - Chinļinova teor®mu (6.21). EEG sign§l je nyn² v bipol§rn²m 

zapojen² kan§lu P3 > 01 z§znamu LAF01.trc. U tohoto z§znamu by mŊla dominovat alfa aktivita. Na 

obr§zku je vidŊt, ģe doġlo k vyhlazen² spektr§ln² vĨkonov® hustoty AR modelu, i kdyģ tato je opŊt 

soustŚedŊna okolo frekvence 10 Hz, coģ odpov²d§ alfa aktivitŊ. Avġak AR model nem§ dostateļnou 

rozliġovac² schopnost, jsou-li dva spektr§ln² vrcholy bl²zko sebe. Spektr§ln² vĨkonov§ hustota je opŊt 

poļ²t§na s pŚekrĨv§n²m intervalŢ dlouhĨch 256 vzorkŢ. AR model je 8. Ś§du - { 1, a17 a27 ,é ,a77 }. 

Akaikeho krit®riem bylo provŊŚeno, ģe AR model 8. Ś§du {1,-2.7359,-1.0037,-1.8055,-0,8176, 0,1817, 

2.0151} je vyhovuj²c² ï viz tab. 3. 

 

Tab. 3: Krit®ria AR modelu (viz. obr. 27) 

 

ř§d mod. 

 

ůp 

 

FPE(p) 

 

AIC(p) 

1. -1.2557e-007 -1.2755e-007 -31.7729 
 

2. -1.0578e-005 -8.6084e-008 -22.8978 

3. -1.0578e-005 -8.1206e-008 -22.8900 

4. 6.9736e-008 -7.8214e-008 -32.9259 

5. 5.9446e-008 -5.9607e-008 -33.2373 

6. -2.3473e-007 1.4789e-007 -30.4828 

7. -1.8511e-007 -4.5621e-007 -30.9499 

8. 1.7000e-009 1.8239e-009 -40.3228 

9. -1.8299e-005 0.0015 -21.7470 

10. -1.0139e-007 -5.2726e-007 -32.1304 

11. -3.6941e-008 -3.4559e-007 -34.1419 

12. 6.4362e-007 -2.7996e-007 -28.4186 

13. -9.0662e-008 -2.4626e-007 -28.4186 

14. 1.1177e-006 -2.3140e-007 -27.2991 

15. -3.1626e-007 -2.3057e-007 -29.8162 

16. 5.0971e-007 -2.3225e-007 -28.8538 

17. -2.4992e-006 -2.2968e-007 -25.6663 

18. -9.4585e-008 -2.2641e-007 -32.2069 

19. 4.8742e-005 -2.0934e-007 -19.7095 

20. -2.6973e-005 -1.9365e-007 -20.8851 
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Obr.27: Graf z§vislosti AIC krit®ria na Ś§du modelu 

AIC(p) 

Obr. 26: Spektr§ln² vĨkonov§ hustota EEG (pln§ ļ§ra) a spektr§ln²  

     vĨkonov§ hustota AR modelu 8 Ś§du (pŚeruġovan§ ļ§ra) 

PSD 

(W/Hz) 

 

PSD 

(W/Hz) 

f (Hz) 
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5.4. Spektr§ln² analĨza 

Spektr§ln² analĨza [2], [3], [4], [5] [6], [7], [8] a [9].je vĨkonnĨ analytickĨ n§stroj, kterĨ umoģŔuje 

urļit spektrum nebo spektr§ln² vĨkonovou hustotu sign§lu. MatematickĨm z§kladem tŊchto metod 

jsou ortogon§ln² transformace, kter® pŚiŚazuj² ļasov®mu prŢbŊhu sign§lu spektrum a naopak spektru 

sign§l. Jednou z nejpouģ²vanŊjġ²ch metod je Fourierova analĨza. Ta pŚedpokl§d§, ģe kaģdĨ periodickĨ 

sign§l lze reprezentovat souļtem z§kladn²ch sinusovek a kosinusovek o pŚ²sluġn® amplitudŊ a 

frekvenci. PŚekresl²me-li tyto z§kladn² frekvence a jejich amplitudy (spektr§ln² ļ§ry) do grafu, 

z²sk§me frekvenļn² spektrum (periodogram). MŊŚ²me je v jednotk§ch HzV 2m  (vĨkonov§ spektr§ln² 

hustota) nebo HzVm  (amplitudov® spektrum). Spektrum je poļ²t§no pomoc² algoritmu rychl® 

Fourierovy transformace (FFT ï Fast Fourier Transformation).  

Diskr®tn² Fourierova transformace (DFT) je definov§na  
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                (5.34) 

a inverzn² diskr®tn² Fourierova transformace (IDFT) pak je 
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Probl®mem Fourierovy transformace je, ģe pŚedpokl§d§ periodickĨ sign§l. PŚi vĨpoļtu jsme vġak 

omezeni koneļnĨm intervalem pozorov§n² T (stacionarita). Proto sign§l mus²me periodicky rozġ²Śit ï 

tedy interpolovat periodickĨ sign§l za interval pozorov§n². Zvolen² intervalu T je jako kdybychom 

pŢvodn² sign§l )(nx  vyn§sobili obd®ln²kovĨm ok®nkem )(nw  

  )()()( nwnxnx Ö= ,  kde 1N,1,0,n -=     3              (5.36) 
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PŚi omezov§n² d®lky pozorov§n² T doch§z² k efektu zkreslen² spektra a periodizace spektra. Jestliģe 

navzorkujeme periodickĨ sign§l tak, ģe d®lka pozorov§n² T je pr§vŊ periodou tohoto sign§lu, potom 

jednotliv® frekvenļn² sloģky tohoto sign§lu jsou zobrazeny ve spektru DFT tak, ģe kaģd® z nich 

pŚ²sluġ² pouze jedna ļ§ra. KoneļnĨ interval pozorov§n² T (ġ²Śka ok®nka) m§ vliv i na rozliġen² dvou 

nejbliģġ²ch spektr§ln²ch ļar. Vzd§lenost dvou spektr§ln²ch ļar ve spektru sign§lu je fD.Vzd§lenost 

prvn²ho prŢchodu frekvenļn²ho okna nulou je T1f  = . Je-li ff D¢  , jsou ve vĨsledn®m spektru obŊ 

ļ§ry dobŚe rozliġiteln®. PŚi ff Dð   nelze spr§vnŊ rozhodnout o charakteru vstupn²ho sign§lu. Je-li 

zvolena d®lka pozorov§n² 2 vteŚiny (stacionarita), z²sk§me frekvenļn² sloģky s rozliġen²m 0,5 Hz (tj. 

spektr§ln² ļ§ry na frekvenc²ch 0,5 Hz, 1Hz, 1,5 Hz, 2 Hz, é ). 

 

Mimo obd®ln²kov®ho ok®nka mŢģeme pouģ²t i jinĨ druh okna 

¶ Bartlettovo (troj¼heln²kov®) okno: 
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¶ Hammingovo 
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¶ Tukeyovo (kosinovĨ zvon) ï 10 % dat na zaļ§tku a na konci je vyn§sobeno 

  ö
÷

õ
æ
ç

åp
=

M

n2
0,5cosnw )( ,  kde 10NM =   

a n pokrĨv§ 10 % dat na zaļ§tku a na konci 

 

Ç Spektr§ln² vĨkonov§ hustota 

U n§hodnĨch sign§lŢ se m²sto pojmu spektrum zav§d² pojem spektr§ln² vĨkonov§ hustota (PSD). 

Spektr§ln² vĨkonov§ hustota popisuje rozloģen² hustoty vĨkonu sign§lu v z§vislosti na frekvenci.  

Pro urļen² spektr§ln² vĨkonov® hustoty lze pouģ²t metody  

¶ klasick®  zaloģen® na pouģit² diskr®tn² Fourierovy transformace  

 (pŚ²m® a nepŚ²m®) 

¶ parametrick®  zaloģen® na popisu sign§lu souborem parametrŢ 

 

Klasick® metody 

Postup pro vĨpoļet spektr§ln² vĨkonov® hustoty je naznaļen na obr§zku ļ. 28. 

NepŚ²m§ metoda spoļ²v§ v urļen² PSD pomoc² Wiener ï Chinļinova teor®mu. Pro digit§ln² sign§ly 

koneļn® d®lky je odhad spektr§ln² vĨkonov® hustoty urļenĨ diskr®tn² Fourierovou transformac² 

vychĨlen®ho odhadu autokorelaļn² funkce d§n vztahem: 

 

                   (5.37) 

 

 

kde  (n)Rxx je autokorelaļn² funkce vypoļ²tan§ podle vztahu (5.9). 

 

   Spektr§ln² vĨkonov§ 

 hustota 

Ļasov§ posloupnost x(n) 

Autokorelaļn²    

     funkce 

   pŚ²m§ 

   (6.38) 

nepŚ²m§ 

   (6.9) 

(6.37) 

PSD(k)  Rxx(l) 

Obr.28: Metody vĨpoļtu spektr§ln² vĨkonov® hustoty 
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PŚ²m§ metoda spektr§ln² analĨzy je modern² verze Schusterova periodogramu [23]. Odhad spektr§ln² 

vĨkonov® hustoty je poļ²t§n pouze pro vzorky segmentu 110  ,  , , -Nxxx 3  a je d§n jako 
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               (5.38) 

Spektr§ln² vĨkonov§ hustota urļen§ Wiener ï Chinļinovou vŊtou (6.37) a spektr§ln² vĨkonov§ hustota 

urļen§ z periodogramu (6.38) jsou totoģn®. 

Takto je z²sk§no okamģit® vĨkonov® spektrum (periodogram, spektogram) z kaģd®ho jednotliv®ho 

okna. KaģdĨ odhad je zat²ģen systematickou chybou. Proto pŚi dostateļn® d®lce sign§lu je pouģ²v§na 

metoda prŢmŊrov§n² d²lļ²ch periodogramŢ ï z²sk§ se vyhlazenĨ odhad. Jedna z metod prŢmŊrov§n² 

periodogramu je Welchova metoda [14], [15], [16], [17], [21], [23]. Jej² princip je zn§zornŊn na 

obr. 29. 

Welch navrhl redukovat rozptyl periodogramu rozdŊlen²m vstupn²ch dat )(nx , 1N,0,1,n -=      3  na 

K segmentŢ, kaģdĨ o d®lce M vzorkŢ  )(mxi , 1K,1,0,i -=       3 , 1M,1,0,m -=        3 . Segmenty 

jsou buŅto vedle sebe anebo se pŚekrĨvaj². KaģdĨ. segment je v§ģen oknem a po transformaci d§v§ 

d²lļ² modifikovanĨ periodogram )(kPSDi . VĨslednĨ vyhlazenĨ odhad z²sk§me zprŢmŊrov§n²m 

d²lļ²ch periodogramŢ: 
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Na obr. 30 a) je pro pŚ²klad uveden okamģitĨ odhad z²skanĨ z posloupnosti vzorkŢ sign§lu LAF01.trc , 

kan§lu P3. D®lka datov®ho segmentu je 256 vzorkŢ, sign§l nebyl dosud filtrov§n. Obr. 30 b) je 

okamģitĨ odhad z²skanĨ ze stejn®ho filtrovan®ho datov®ho ¼seku. 

Periodogramy dalġ²ch tŚ² realizac² n§hodn®ho EEG sign§lu jsou na obr. 32 (a) aģ (c). D®lka kaģd® 

realizace je opŊt 256 vzorkŢ. Vzorky se pŚekrĨvaj² ï viz obr. 31:  1 - 256, 129 - 384, 257 - 512, 385 - 

640, atd. (datov§ posloupnost 256 vzorkŢ ï 2 vteŚiny 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)(nw  )(nRxx  DFT  )(kPSDi

 

)(nx  

Obr. 29: Welchova metoda 

a) nefiltrovanĨ b) filtrovanĨ 

Obr. 30: Odhad spektr§ln² vĨkonov® hustoty pro EEG sign§l Laf01.trc 
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257 

 384 

 385 
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é  atd. 

Obr. 31: Zn§zornŊn² posloupnosti datovĨch oken 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

z§znamu (Short Time Spectral Analysis), v tomto intervalu je sign§l kvazistacion§rn² ï viz poģadavky 

na stacionaritu sign§lu). Odhad z²skanĨ prŢmŊrov§n²m realizac² 30 b) a 32 a) aģ 32 c) je na obr. 32 d). 

Pro srovn§n² je na obr. 32 e) zprŢmŊrov§no 10 segmentŢ v celkov® d®lce 1 aģ 1408 vzorkŢ, tj. 5,5 

vteŚiny. 

Z obr. 32 e) lze vyļ²st, ģe v EEG z§znamu je spektr§ln² vĨkonov§ hustota soustŚedŊna na frekvenc²ch 

2 aģ 3 Hz, coģ odpov²d§ pŚ²tomnosti epileptick® aktivity. D§le je spektr§ln² vĨkonov§ hustota 

soustŚedŊna na frekvenļn²m rozsahu 7 aģ 10 Hz, coģ odpov²d§ alfa aktivitŊ kan§lu P3. 

Spektr§ln² vĨkonov§ hustota kvazistacion§rn²ch sign§lŢ mŢģe bĨt zobrazena tak® v trojrozmŊrn®m 

prostoru (f, t, PSD(k)). Tento zpŢsob je velmi n§zornĨ. Podrob-nŊji bude rozebr§n v kapitole 10 ï 

Metody zobrazen² vĨsledkŢ spektr§ln² analĨzy. 

Nen²-li k dispozici z§znam sign§lu dostateļn® d®lky, nemŢģeme prŢmŊrovat vŊtġ² mnoģstv² datovĨch 

segmentŢ.  

Okamģit® spektr§ln² vĨkonov® odhady stanov² pouze pŚ²tomnost frekvenļn²ch sloģek. Neurļ² vġak, 

kterĨ m·d je dominantn². K urļen² Ădominantnostiñ je moģn® pouģ²t korelaļn² analĨzu, 

tj.autokorelaļn² funkci Rxx(n) nebo kŚ²ģov® spektrum sign§lu Gxy(f). 
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a) b) 

c) 
d) 

e) 

Obr. 32: PrŢmŊrov§n² periodogramŢ EEG sign§lu Laf01.trc. Na obr. 32 d) jsou 

zprŢmŊrŔov§ny odhady z obr. 30 b, 32 a) ï 32 c). Na obr. 32 e) je zprŢmŊrov§no 10 

odhadŢ sign§lu Laf01.trc. 
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5.5. Korelaļn² analĨza 

PŚi analĨze biologick®ho sign§lu lze pouģ²t tak® korelaļn² analĨzu. Korelaļn² analĨza zkoum§ vztahy 

mezi dvŊmi rŢznĨmi kan§ly EEG, kter® byly zaznamen§ny souļasnŊ. Z²sk§me tak vz§jemnou 

spektr§ln² vĨkonovou hustotu, nebo-li vz§jemn® (kŚ²ģov®) spektrum (cross spectrum). Anebo mŢģeme 

zkoumat pomŊry uvnitŚ jednoho kan§lu. Obdrģ²me tak spektrum z jednoho kan§lu - autospektrum. 

 

Ç Autokorelaļn² funkce 

Autokorelaļn² funkci Rxx(n) mŢģeme urļit podle vztahŢ (6.9), resp. (6.10). Zn§me-li spektr§ln² 

vĨkonovou hustotu PSD(k) lze autokorelaļn² funkci Rxx(n) urļit tak® pomoc² inverzn² Fourierovy 

transformace: 

 { }  )(   )( 1 kPSDFFTnRxx

-=                (5.40) 

Na obr. 33 je pro pŚ²klad uvedena autokorelaļn² funkce Rxx(n) kan§lu P3 EEG sign§lu. Tato funkce je 

poļ²tan§ pro PSD(k) v obr. 31 a). Autokorelaļn² funkce Rxx(n) je periodick§ funkce s periodou 

pŚibliģnŊ 100 ms, tzn., ģe EEG sign§l obsahuje koherentn² oscilace, kter® jsou d§ny frekvenc² 

 

 10
 0,1 

1
fcoh    ºº  Hz  

 

 

Spektrum na obr§zku 32 a). ukazuje ļ§ru um²stŊnou v okol² 10 Hz, proto tedy fcoh je dominantn² 

frekvenc² EEG. 

 

Ç  Vz§jemn§ spektr§ln² vĨkonov§ hustota 

Vz§jemn§ spektr§ln² vĨkonov§ hustota je urļena Fourierovou transformac² vz§jemn® korelaļn² funkce 

Rxy(n). KŚ²ģov® spektrum Gxy(f) mŢģeme z²skat tak® vyn§soben²m spekter Gx(f)  a Gy(f) jednotlivĨch 

kan§lŢ. Jedn§ se o komplexn² promŊnnou: 
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Obr. 33: Autokorelaļn² funkce sign§lu EEG Laf01.trc 
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kde modul | Gxy(f) | je amplitudov® kŚ²ģov® spektrum 

 { }( ) { }( )   )(    )(    )( 
22

fGImagfGRefG xyxyxy +=              (6.42) 

a űxy(f) je f§zov® spektrum dan® vztahem 
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Vz§jemn§ spektr§ln² vĨkonov§ hustota Gxy(f) slouģ² jako m²ra podobnosti dvou sign§lŢ. KŚ²ģov® 

spektrum ukazuje frekvenļn² ļ§ry, kter® jsou spoleļn® obŊma sign§lŢm. 

Pro pŚ²klad je uvedena na obr. 34 kŚ²ģov§ korelace mezi kan§ly P3 > O1 sign§lu EEG LAF01.trc. Z 

obr§zku lze vyļ²st, ģe v obou kan§lech je pŚ²tomna alfa aktivita (8 ï 13 Hz) a epileptick§ aktivita (1,8 

aģ 4,5 Hz). 

Vz§jemn§ spektr§ln² vĨkonov§ hustota slouģ² vŊtġinou jako mezivĨsledek pro vĨpoļet dalġ²ch 

charakteristik ï koherenļn² funkce, frekvenļn² charakteristiky. 

Vz§jemnou spektr§ln² vĨkonovou hustotu Gxy(f) mŢģeme tak® pouģ²t pro urļen² vz§jemn®ho zpoģdŊn² 

dvou sign§lŢ. ZpoģdŊn² Ű(ɤ) mezi dvŊmi kan§ly je urļeno jako derivace f§zov®ho spektra podle 

frekvence: 

 
w
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  )( -= ,  kde  ɤ = 2ˊf       (5.44) 

 

Ļasov® zpoģdŊn² ȹt dvou sign§lŢ je urļeno z f§zov®ho zpoģdŊn² ȹű (obr. 35). F§ze totiģ vyjadŚuje 

pomŊrnou ļ§st periody sinusov® sloģky sign§lu a lze ji pŚev®st na odpov²daj²c² ļasovĨ ¼daj [5], [6], 

[33], [35], [36] vztahem 
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kde ȹű je ve stupn²ch a ȹf je v Hz, pŚiļemģ tato doba je pokl§d§na za kladnou, jestliģe soustava sign§l 

posune v z§porn®m smyslu, tj. bude-li ȹű < 0.  
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Obr. 34: Vz§jemn§ spektr§ln² vĨkonov§ hustota Gxy(f) mezi kan§ly P3 > O1 
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Protoģe z Ăjednoho boduñ nelze jednoznaļnŊ urļit zda se jedn§ o pŚedb²h§n² f§ze nebo o zpoģdŊn², je 

ļasov® zpoģdŊn² (ļasovĨ rozd²l) mezi dvŊmi kan§ly poļ²t§no ze sklonu f§zov® charakteristiky [35], 

[36] ï obr. 36. 

Skupinov® zpoģdŊn² Ű(ɤ) mezi dvŊmi kan§ly je urļeno : 
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kde ȹű  je f§zovĨ rozd²l ve stupn²ch pŚi frekvenci f v Hz, ȹf je rozsah frekvenc² na kter®m je poļ²t§n 

sklon ï obr. 36. VĨpoļet f§zov®ho sklonu z frekvenļn² z§vislosti vylouļ² nejednoznaļnost pŚi 

Ăbodov®mñ urļen² f§ze. 

 

Metoda: 

Pro dva sign§ly x(t) a y(t) pŚedpokl§d§me n§sleduj²c² line§rn² vztah (jeden sign§l je zpoģdŊn za 

druhĨm) 

     ( ) )()( tnttkxty +D-=    (5.47) 

kde )(tn  je b²lĨ ġum, nekorelovanĨ s )(tx . 

Pak kŚ²ģov® spektrum je 
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)( fX  a )( fY  jsou Fourierovy transformace )(tx  a )(ty  a T je ļasov® okno pozorov§n². Protoģe 

)(tn  a )(tx  jsou nekorelovan®, plat² 
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kde xxG  je vĨkonov® spektrum )(tx . Jelikoģ Gxx  a k jsou re§ln§ ļ²sla, f§zov® spektrum kŚ²ģov®ho 

spektra mezi sign§ly )(tx  a )(ty  je d§no vztahem 

 

      ftfxy ÖDÖpÖ=j 2)(  (5.50) 

je tedy line§rn² funkc² frekvence. ĻasovĨ posuv tedy mŢģe bĨt z²sk§n ze sklonu f§zov® 

charakteristiky. 

ȹű t  

Obr. 35: F§zov® zpoģdŊn² 
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Obr. 36: Urļov§n² f§zov®ho zpoģdŊn² 
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Pro re§ln® EEG sign§ly je ļasovĨ posun urļen line§rn² regres² odhadnut®ho f§zov®ho spektra na 

frekvenļn²m intervalu, kde koherence je vĨznamnŊ vyġġ² neģ nula.(nemŢģeme odhadovat f§zovĨ 

posuv na frekvenc²ch, kter® neexistuj² v obou sign§lech). 

 

Ç  Koherenļn² funkce 

Jsou-li sign§ly pops§ny spektr§ln² vĨkonovou hustotou, vz§jemnou spektr§ln² vĨkonovou hustotou a 

frekvenļn² charakteristikou je nŊkdy potŚeba posoudit pŚesnost odhadu tŊchto charakteristik ï m²ru 

pŚesnosti. Touto m²rou je koherenļn² funkce. Koherenļn² funkce COHxy(f) je re§ln§ funkce re§ln® 

promŊnn®. Koherence mŊŚ² m²ru korelace (z§vislosti) mezi dvŊma sign§ly na dan® frekvenci. Jej² 

hodnoty leģ² v intervalu 1 ,0 . Ide§lnŊ je nez§visl§ na amplitud§ch sign§lŢ. Koherenļn² funkce je 

definov§na pomoc² vz§jemn® a vlastn² spektr§ln² hustoty 
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Je-li COHxy(f) =  0 , potom x(t) a y(t) jsou na dan®m kmitoļtu nekorelovan® (ģ§dn§ relace), naproti 

tomu pro COHxy(f) =  1 jsou x(t) a y(t) na dan®m kmitoļtu korelovan® (ide§ln² korelace). 

Jednou z moģnost² vyuģit² koherence je testov§n² symetrie mezi kan§ly EEG [29], [30]. V 

mnoha pŚ²padech je potŚeba pouģ²t normalizovanou hodnotu kŚ²ģov®ho spektra. V 

elektroencefalografii napŚ²klad mohou bĨt sousedn² kan§ly EEG rŢznŊ utlumeny prŢchodem 

elektrick®ho potenci§lu lebkou, tk§n² apod. V tomto pŚ²padŊ definujeme amplitudovou 

koherenci 
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Na obr. 37 je demonstrov§na v jednom obr§zku koherence a f§zov® spektrum sign§lu EEG - 

LAF01.trc bipol§rn²ho zapojen² kan§lŢ P3 > 01 a kan§lŢ 02 > P4 . O vĨznamnosti ¼dajŢ f§zov® 

charakteristiky m§ smysl uvaģovat jen pro ty frekvence, kde je koherence bl²zk§ jedn®. F§zov® 

spektrum zobrazuje stŚedn² ļasov® rozd²ly mezi spoleļnĨmi frekvenļn²mi sloģkami. Ud§v§ se ve 

stupn²ch. 
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CD-ROM 

 

OtevŚi soubor BM ï frekv, spusŠ animaci prezentace 2_10 

 

 
Ot§zky 5 

1. Jak urļ²me ļasov® zpoģdŊn² mezi dvŊma sign§ly? 

2. Jakou informaci z²sk§me pŚi pouģit² koherenļn² funkce 

3. Jak je definov§no skupinov® zpoģdŊn²? 

4. Co je to kŚ²ģov® spektrum 

5. Jak urļ²me dominantn² frekvenci v sign§lu 

 

 
Đlohy k Śeġen² 5 

1. Urļete pomoc² algoritmu decimace v ļase FFT posloupnosti { }1,0,0,1  Śeġen²: 

{ }jj -+ 1,0,1,2  

2. V programu Matlab ovŊŚte spr§vnost vĨsledkŢ z pŚ²kladu 5.3. Nakreslete amplitudov® a f§zov® 
spektrum. 

3. VytvoŚte program v MATLABu pro naļten² vykreslen² namŊŚenĨch dat ze souboru XXX.trc. 
Data vykreslete minim§lnŊ ze dvou kan§lŢ. 

 

  Obr. 37:  Koherence COHxy(f) a f§zov® spektrum űxy(f) bipol§rn²ho  

      zapojen² kan§lŢ  P3 > 01  a  02 > P4 sign§lu Laf01.trc 
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Korespondenļn² ¼kol 

V programu Matlab 

a) Nasimulujte sign§l o d®lce 2n 
 bodŢ. 

b) ProveŅte FFT nasimulovan®ho sign§lu 

ZpŊtnŊ rekonstruujte sign§l. PŚi zpŊtn® rekonstrukci nevyuģ²vejte funkci ifft v MATLAB u. 

Pozn.: pouģijte funkce:  )(2  ),(2 nnnn cimagbcreala Ö-=Ö=  

Pr§ci odevzdejte do 14 dn² po zad§n² dom§c² ¼lohy. 
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6. ZOBRAZENĉ VħSLEDKš SPEKTRĆLNĉ ANALħZY 

 

 
Ļas ke studiu: 1 hodinu 

 

 
 
C²l    Po prostudov§n² tohoto odstavce budete umŊt 

 ¶ graficky zobrazit vĨsledky spektr§ln² analĨzy 

¶ umŊt metodu topografick® mapov§n² 

¶ umŊt metodu spektr§ln²ch zhuġtŊnĨch kulis ï CSA 
 

 

 
Pojmy k zapamatov§n² 6 

CSA ï zhuġtŊn® spektr§ln² kulisy, topografick® mapov§n² ï mapping.  

 

 

 
VĨklad  

 

Nespornou vĨhodou poļ²taļov®ho zobrazov§n² dat je moģnost efektivn² manipulace se sign§lem, jeho 

zpracov§n², ¼prava a zobrazen². Jednou z moģnost² je zobrazen² vĨsledkŢ numerick® analĨzy ve formŊ 

rŢznĨch grafŢ. Z bohat® palety prostŚedkŢ pro zobrazov§n² vĨsledkŢ spektr§ln² analĨzy se soustŚed²me 

pouze na dva smŊry: na metodu zhuġtŊnĨch spektr§ln²ch kulis (CSA, compressed spectral arrays) a 

topografick® mapov§n² mozkov® aktivity (brain mapping)  

 

6.1. Metoda zhuġtŊnĨch spektr§ln²ch kulis ï CSA  

Metoda zhuġtŊnĨch spektr§ln²ch kulis je jedna ze standardn²ch metod pro monitorov§n² sign§lov® 

aktivity ve frekvenļn² oblasti Podstatou metody je vĨpoļet frekvenļn²ch kŚivek z kratġ²ch ¼sekŢ (napŚ. 

2 vteŚiny) a jejich seŚazen² v trojdimenzion§ln² projekci ï metoda zhuġtŊnĨch spektr§ln²ch kulis ï 

CSA, compressed spectral arrays, kterou poprv® navrhl Bickford [9]. Princip metody spoļ²v§ v tom, ģe 

se postupnŊ poļ²taj² frekvenļn² kŚivky z ¼sekŢ d®lky 2 aģ 4 sekundy. Vypoļten® frekvenļn² kŚivky se 

pak postupnŊ vykresl² jedna za druhou v pseudo-trojrozmŊrn® projekci ï ( ))(,, fPSDtf  (pŚedstavme 

si, ģe spektra vystŚihneme z pap²ru a ty pak nalep²me za sebou tak, jako kulisy v divadle) tak, ģe 

pozdŊji vykreslen§ nepŚekrĨv§ pŚedchoz². T²mto zpŢsobem je moģn® sledovat posun a zmŊny 

frekvenļn²ch komponent v prŢbŊhu ļasu ï popis dynamick®ho chov§n² sign§lu ve spektr§ln² oblasti.  

VĨhodou metody je pŚehledn® zpracov§n² delġ²ch ¼sekŢ biologickĨch z§znamŢ. 

NevĨhodou metody je ztr§ta ļasov® informace o tvaru sign§lu pŚi transformaci do frekvenļn² oblasti. 

Tato nevĨhoda se vġak d§ eliminovat prohl²ģen²m pŢvodn²ho ¼seku v origin§ln²m z§znamu.  

Uk§zka CSA je na obr. 38, spektr§ln² vĨkonov§ hustota je zde poļ²t§na pomoc² Wiener ï Chinļinovy 

vŊty. Kaģd§ spektr§ln² kŚivka pŚedstavuje 2 vteŚiny dat. Na obr. 39 a) je uk§zka CSA z programu 

Matlab. Na obrazovce lze zobrazit aģ nŊkolik minut sign§lu v nŊkolika kan§lech ï podle moģnosti 

vĨpoļetn² techniky. VġimnŊme si vĨraznĨch pomalejġ²ch frekvenc², kter® zŚetelnŊ identifikuj² m²sta s 

epileptickĨmi paroxysmy.  
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 Obr. 38: Zobrazen² spektr§ln² vĨkonov® hustoty PSD ( ))(,, fPSDtf-   
 

    sign§lu EEG metodou CSA v prostŚed² Matlab 

 

 

 

 

 

 

Vlastnosti sign§lu jsou jeġtŊ l®pe vidŊt pŚi jin®m sklonu kulis obr. 39 a,b) ï viz animace CSA_BM. 

Uģivatel mŢģe v prostŚed² Matlab libovolnŊ mŊnit sklon, mŊŚ²tko i rozteļ kulis tak, aby dos§hl 

optim§ln² projekce obr§zku.  

 

U multikan§lov®ho z§znamu (napŚ. EEG) je moģn® pomoc² kursoru vybrat pŚ²sluġnĨ origin§ln² ¼sek 

EEG sign§lu, z nŊhoģ byla kŚivka spoļtena a prohl²ģet sign§l stŚ²davŊ v ļasov® i frekvenļn² oblasti 

(obr. 40).  

a) 

 

b) 

 

Obr. 39 a,b): Jin§ varianta zobrazen² CSA 



6.Zobrazen² vĨsledkŢ spektr§ln² analĨzy 

 

82 

 Obr. 41): Monitorov§n² spektr§ln²ch p§sem v prŢbŊhu ļasu. 
 

    Jednotliv§ p§sma jsou oznaļena barevnŊ 

 

Pro jeġtŊ vŊtġ² n§zornost mŢģeme spektr§ln² p§sma odliġit barevnŊ ï viz obr. 41.  

Metody CSA vyuģijeme vġude tam, kde je potŚeba sledovat dynamickĨ vĨvoj frekvenļn²ch 

charakteristik v ļase ï napŚ. pŚi monitorov§n² EEG 

 

6.2. Topografick® mapov§n² ï brainmapping ï BM 

PŚi topografick®m mapov§n² mozkov® aktivity vlastnŊ zjiġŠujeme prostorov® (ploġn®) Ăprojevyñ 

aktivity. V naġem pŚ²padŊ se zamŊŚ²me na topografick®ho zobrazov§n² mozkov® aktivity ïzde patŚ² 

brain mapping (BM) ï mapa okamģit®ho rozloģen² amplitud potenci§lŢ. Podstata BM spoļ²v§ v 

zak·dov§n² ļ²selnĨch hodnot sign§lu do barevn® ġk§ly a jejich iterativn² interpolaci i na oblasti, kde 

hodnoty sign§lu nebyly namŊŚeny. Rozm²stŊn² elektrod na hlavŊ u 19 kan§lov®ho EEG je v syst®mu 

10/20 

 

Ç Topografick® mapov§n² ï amplitudy  

Z didaktickĨch dŢvodŢ je vhodn® se nejprve vŊnovat mapov§n² amplitudy, kde se d§ podstata BM 

vysvŊtlit nejl®pe. Princip je pŚehlednŊ zobrazen na obr. 42 v nŊkolika kroc²ch.  

Obr. 40: Skok do EEG str§nky vybran® kursorem z obr. 39 b) 

 


